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Unidad I; Geometria Analitica vectorial:

1.1.- Sistema Coordenado Rectangular en R3
Recordemos que para situar un punto en el plano se necesitan dos nimeros reales. Si se usa

un sistema de coordenadas rectangulares o cartesiano estos nimeros vienen dados por una
pareja ordenada (a, b) donde a es la coordenada en x y b la coordenada de y. La pareja (a, b)
son coordenadas del punto P en el plano.

El producto cartesiano R3 es el conjunto de todas las triadas ordenadas de numeros reales
(x,y,z). Este producto cartesiano también es conocido como el espacio tridimensional. Las
componentes son conocidas como coordenadas. Similarmente lo que ocurre en R?, una triada
ordenada (x,y,z) de numeros reales se le puede asociar un Unico punto P del espacio
geomeétrico tridimensional y reciprocamente un punto P en el espacio geométrico se le hace

corresponder una Unica triada ordenada.

Para localizar un punto (x,y, z) en R® podemos hacerlo primero ubicando su proyeccion en el plano

xy, este es el punto (x,y, 0) y luego subir o bajar en el punto z unidades, segun el signo que tenga z.
Ej#1

Trazar en el plano los siguientes puntos (1,3,0) y (1,3,2)

Sol:

Figura 1

Usando el programa GeoGebra.

Ej#2
Localice los puntos (2,—1,—2) y (—1, 4, —2) en el plano tridimensional y construya el cubo



Para la construccion de los cubos es necesario encontrar todas las triadas, que se necesitan
para la construccion.

Sol:

En la triada (2, —1, —2), los nuevos puntos son: Figura 2

(2,0,0)

(2,-1,0)
(2,0,-2)

(0,-1,0)

(0,—-1,-2)

(0,0,-2)

(0,0,0)

(2,-1,-2)

Sol:
En la triada (—1, 4, —2), los nuevos puntos son:
(-1,0,0)

(-1,4,0)
(-1,0,-2)

(0,4,0)

(0,4,-2)
(0,0,-2)

(0,0,0)

(-1,4,-2)

Figura 3

El plano de divide en ocho partes lo que se le conoce octantes.



Plano xz:y = 0

Plano yz:x = 0

Plano xy:z =0

0.0.0

Origen
Figura 4
Los planos x = 0,y = 0,z = 0 dividen al espacio en ocho octantes.
Ej#3
Trace la gréfica de la ecuacion y = =2 en R? y R3

Representacién en R?

—a -B -2 -1 L 1 2 B 4 & B T

Figura 5

Representacién en R3

Planoy = -2

Figura 5

Ejercicios



I. Graficar los puntos y construir su respectiva figura
a) (2,3,4); b)(1,-5,-1); ¢)(3,2 — 1); d)(4,—2,-5)
Il. Trazar el plano de:

a)y=—%;b)x=—4;c) z=—§

1.2.- Distanciay punto medio en R3.
Si A(xy,y1,21) B(x,,¥2,2,) son dos puntos de una recta paralela al eje x, entonces la

distancia dirigida de A y B, denotada por AB, esta dada por

AB = x, — x4

SiC(x,y4,2) Y D(x,y,,2) son dos puntos de una recta paralela al eje y, entonces la distancia
dirigida de C y D, denotada por CD, esta dada por

CD =y, —y

SiE(x,y,z1) Y F(x,y,z,) son dos puntos de una recta paralela al eje y, entonces la distancia

dirigida de E y D, denotada por EF, esta dada por

ﬁ = Z2 - Zl
A P: -

Ej#5 i N

_ ) Py Ty
La distancia dirigida PQ del punto P(2,—5,—4) al ' ]:_I e

X HELIPRET : i P )

punto Q(Zl _3r _4)a para y X3 - -w
Sol: SO
_ Figura 6
PQ=(-3)-(-5 =2

La distancia no dirigida entre los puntos P; (x; y1,21) Y P»(x2, Y, 2,) esta dada por

- 2

|P1P;| = J(xz—x1)2 + (3’2 - J’1,) + (2, — 71)?

Ej#6

Calcule la distancia no dirigida entre los puntos P(—3,4,—1) y Q(2,5,—4)

|PQ| = J(z — (—3))2 +(5-4)2+(-4- (—1))2 =+/35

Las coordenadas del punto medio del segmento de recta cuyos extremos son P4 (xqy1,21) Y

P,(x3,y,,2;) estan dadas por x = i), y=

r1+y2) | 5 _ (21t2z3)
2 T2 ET T

2 2
Ej#7



Encontrar el punto medio del segmento de recta AB. Que tiene por puntos A(—5,6,—2) y

B =(9,-4,0)
F= 59 _ o o _6-4 _ 7= 2204
2 2 2

De modo que el nuevo puntoes C(2,1,—1)

1.3.- Vectores de posicion y trasladados.
En Fisica, la posicion, vector de posicién 6 vector posicion de un cuerpo respecto a un

sistema de referencia se define como el vector que une el lugar ocupado por el cuerpo con el
origen del sistema de referencia. Su expresion, en coordenadas cartesianas:

7 =xi+y] + zk

De donde:

7: Es el vector de posicion

x,y, z: Son las coordenadas del vector de posicién

7,7, k: son los vectores unitarios en las direcciones de los ejes ox, oy, oz respectivamente.

La unidad de medida de la posicion en el Sistema Internacional es el metro [m]. Como todo
vector, el vector posicién en Fisica cuenta con modulo, direccion y sentido. EI médulo del
vector posicion es la distancia que separa al cuerpo del origen del sistema de referencia. Para
calcularlo puedes utilizar la siguiente férmula:

7] = Jx2 + y2 + 22

Ej#8

Hallar el vector posicion y su mddulo para los siguientes puntos:
a) P;(—1,3,6)

Sol: K

Usando la definicion de vector posicion # = x7 + yj + zk,

nos quedaria de la siguiente manera: \\
7 = (=17 + 3] + 6k) /

Para saber cual es la magnitud usamos.

7l =x2 +y? + 22
7l = V(=12 + (3)2 + (6)2 = V46

Figura 7
b) P,(=34,7)

Sol:


https://www.fisicalab.com/termino/modulo

Usando la definicién de vector posicion # = x7 + yJ + zk, nos quedaria de la siguiente
manera:

7= (=30+4 +7k) 3.4.7
Para saber cual es la magnitud usamos.

7] = x2 +y2 + 22
71 = V(=37 + (2 + (7)2 = V74m

Figura 8

Ejercicios

Representar las siguientes triadas y calcular el vector posicion y la magnitud

a)(1,24) b)(1,25) o @1,-24) d)(-124) e (13-4

Encontrar la distancia no dirigida y el punto medio del segmento de las rectas de las triadas dadas

1) A(3,4,2) B(1,6,3); 2)A(4,-3,2) B(-2,3,-5); 3)A(2,—41) B (% 2, 3)

1.4.- Magnitud y Direccién. Vector Nulo y Unitario.

& Magnitud y Direccion.
Magnitud fisica es todo lo que se puede medir, siendo la medida la comparacion de una
cantidad de cierta magnitud con la unidad elegida para medir ésta. No es una magnitud fisica
el dolor, alegria, tristeza, etc.
Magnitud escalar es una magnitud fisica que no necesita asociarle una direccion, para que
gueden completamente especificada.
Ejemplo: tiempo, masa, volumen, temperatura.
Magnitud vectorial es una magnitud que para estar completamente especificada es necesario
conocer tanto su valor como su direccion de aplicacion.

Ejemplo: desplazamiento, velocidad, fuerza, campo eléctrico.

La magnitud y orientacién de un vector p = (x,y, z) se define como:

1Bl = V7 + 57 + 22,

Para encontrar la direccién del vector p = (x, y, z)



x y z
Cos (directores) cosa = ——; cosf = —5=,C0SYy = ——,
( ) B <P =1 Tl

Usando los cosenos directos en R3 nos encontramos con lo siguiente:
cos?a + cos?p + cos?y =1

Se cumple que [|3]1? = x2 + y? + z2, se cumple que:

2 2 2

x y z
Bz = lplz -~ 1BlI2

=1

Ej#9:

Encontrar la magnitud y vectores del siguiente vector p = (4,3,1)

18]l = V42 + 32+ 12 = V26

_ -1 i . _ -1 i . _ -1 L
a = CoS (\/ﬁ) [ = cos (m) y = cos (m)
= Vector Nulo y Unitario.

El vector nulo se denota con 0 = (0,0,0)

Un vector se dice que es unitario si su horma es 1. Es comun escribir ¥ para indicar que este

oW
vector es unitario. —-

1wl
Ej # 10:
Seaw = (1,0,2) entonces
lW|| = /5 entonces ”%;” = ”ﬁ* W’” = \/ﬁg =1

Un vector w = (cosa,sena) es unitario para todo a € R, pues ||(cosa,senall =
Vcos2 a + sen2a =1

1.5.- Sumay resta gréafica y analitica. Propiedades.
La suma de dos vectores es un nuevo vector que se construye de la siguiente manera: si se ubica

al primer vector con el punto inicial en el origen, en el punto final se colocara el punto inicial del
segundo vector. El vector suma (o vector resultante) tendrd como punto inicial el origen y el
punto final se coloca en el mismo lugar que el punto final del segundo vector.

Si

- -

(1_7)1, Uz, U3) S R3 W == (Wli Wz,W3) € R3

v
+

U
S
I

Uy + Wy, Uy + Wy, Uz + W3
—_ -

= — - —
=V — W, Uy — W5, U3 — W3

<

Ej # 11
Seav = (1,3,4)yw = (3,1,4)



Encontrar

v+ W
byv—-w
Sol:

AU+w=((1+3),3+1),(4+4) =(448)
b)T-—w=(1-3),3-1),(¢-4)=(-220)

Ejercicios

Exprese el vector en término de su modulo y de sus cosenos directores.
a)—6i+3j+4k  b)—3i+j—3k

a)2i—2j+k b) 3i + 4j — 5k

Obtener el vector unitario que tienen la misma direccion de v(p1p3)
a)p,(4,—1,-6) p2(5,7,-2)

b) p1(=2,53) p2(=473)

C) p1(3!0! _1) pZ(_3' _9'4)
Dados las siguientes triadas:

1

Encontrar:
a)A+C
b)D—-B
c)A—-D
d)Cc+D

1.6.- Multiplicacion escalar grafica y analitica. Propiedades.
Multiplicacién por un escalar. Un escalamiento de un vector, por un factor k € R, se logra
multiplicando cada componente por el mismo nimero real k Considerando

¥ = (¥,,7,,73) € R3ylaescala k € R, entonces
kﬁ = (k‘l_}l, kﬁz, k'l_7)3)



Ej # 12

Seav = (1,3,4)
Encontrar
a). 2U

b). > %

Sol:

2v = (2,6,8)

1 1

_1}’:(_’5’2> Figura 9
2 22

Ejercicios

Dados los vectores A = (1,4,5) B=(-2,17) C=(4,-3,—-1) D = (-5,-7,1)

Encontrar:
1 1
a)ZA b) 3B c)5C d) 2A+4B—ED

1.7.- Notacion vectorial usando i, j, k.

v = (xi,yj, zk)

Figura 10
Ej # 13:
Representar en forma vectorial i, j, k v = (1,5,7) - v = (1,5, 7k)

1.8.- Producto Punto. Definicion y propiedades.
Consideremos los vectores Si ¥ = (¥, ¥,,¥3) € R3y W = (W, W,, W3) € R3, el producto

punto (o escalar) v - w se define de la siguiente manera:



VW=7, Wy + Uy W, + U3 Ws

Ej # 14:

Sean ¥ = (—1,3,4) yw = (1,0,+/2) encontrar % - w
P-wWw=-1+1+3+0+4xV2=4/2-1

Norma

La norma define la longitud de un vector desde el punto de vista de la geometria euclidiana.

Se considera el vector ¥ = (¥1,V5,V3,...U,) € R"YW = (W, Wy, W3,..W,) € R". La

norma de v se denota ||7|| y se define de la siguiente manera:

1P| =Vv-v-> \/vi + v2 + -+ + v2, ladistancia de A a B se define como

d(A,B) = ||B — A||.\/(x2 — x)% + (¥, — ¥1)? + (2, — z,)? De igual manera se define la
distancia entre vectores.
Si 6 es el angulo entre los vectores A y, diferentes del vector cero, entonces

s — Al + 11B11* = lIB — All®
2[lATHIB|
A- B = ||A]|[|Bllcos6

Ej # 15:
Sean w = (1, 0,+/2) encontrar la |||

Usando la [l = V575 — [vf +v3 + - + v}

Sol:

Wl = 02 + @2+ (V2)’ =3

Ej # 16:

Dados los vectoresA = 6i + 3j —5kyA =2i+j— 3k
Determinar cos6 si 6 es el anguloentre Ay B

Sol:

Primeramente se calcula A - B, ||A|| y || B]|
A-B=6+2+3%1+(—5%—-3)=12+3+15=30
141l = V(6)2 + (3)% + (=5)* =70

IBIl =/ (2)2 + (12 + (-3)? = V14

A-B = ||A||||B||cos@

10



Despejando cos6

A-B 0
——— = C0S
lAllIBII
0 A-B 0 30
€0S0 = ———— - €050 = ———
lAllIB| V70 * V14
Ej#17:

SeanA = (x,y,z2) yB = (1,-3,2)
Encontrar la distancia (4, B) = ||B — A||
Lo primero que se tienen que hacer es nombrar los puntos de las triadas como (x4, y4,21) Y el
punto (xz,y2, Z2)
> -1D2+(y+3)2+ (z—2)2
Ejercicios

1) Dados los vectores:
A=(-4,-24);B=(271);C=(6,-3,0);D=(54-3)
Obtener:

a) A-(B+0C)

b) A-B)(C-D)

¢c) A-D—B-C

d (D-B)A—(D-A)B

2) Demuestre, utilizando vectores que los puntos (2,2,2), (0,1,2), (—1,3,3) y (3,0,1) son
los vértices de un paralelogramo.

3) Calcular los cosenos de los angulos del triangulo que tiene vértices en los puntos
A(0,0,0),B(4,—1,3) y C(1,2,3).

1.9.  Angulo entre vectores. Paralelismo y perpendicularidad. Proyecciones
El dngulo que se forman entre vectores ¥ = (xq1,¥1,21) W = (x5, Y3, Z,) Viene dado por la
expresion:

X1 X2+ Y1 Y2+ 2123
cosa = > > > > > > - cosa =
\/x1 +yi 273 '\/xz + Yy, +2z;
Ej # 18:
Dados los vectores u = (1,—1,2) y ¥ = (—1,—1, 1) calcular el &ngulo que se forma entre

ambos vectores
Sol: Se recomienda hacer los procedimientos por separados, para despues sustituir de una

ﬁ-v_v"
[v||wl

sola vez en la ecuacién los valores que resulten. ‘ f
U-T=1+-D+(-1+-1)+2=+1))=(-1+1+2) A rgura s
SU-V=2 /

[l = V(12 + (-1)* + (2)2 = V6
9l = V(D2 + (D + ()2 =3

11



2
cosa = - a = arcos (—) ~a=61.87°

|\/€ix/§| =3\2/5 32

Se dice que dos vectores son paralelos si y sélo si uno de los vectores es multiplo escalar de
otro.

Ej # 19:
Los vectores (3,—4,8) y (%, —1, 2) son paralelos debido a que (3,—4,8) = 4 G —1,2).

Si A es cualquier vector, entonces 0 = 0A4; de modo que, el vector cero es paralelo a cualquier
vector.

Ej # 20:

Calcular el valor de x para que los siguientes vectores sean paralelos A = (x, 4,8)
B = (3,2,4)

Sol:

f=i=§—>f—2 “X=6

3 2 4 3

Se dice que dos vectores A y B son ortogonales (o perpendiculares) siy sélosiA-B =0
Ej # 21:

Dados los vectores (—4,5,0) y (10,8,3) verificar si son ortogonales

Sol:

A-B=0

A-B=((-4+10)+(5+8)+(0%3))=—-40+40+0->A4-B=0

Si A es cualquier vector, 0 - A = 0, y por tanto, el vector cero es ortogonal a cualquier vector.
Ejercicios

Si 0 es el angulo entre A y B, calcule cos8

a) A= (—4,—-24); B=(27—1)
b) A=(637);B = (43,-2)

1.10.- Producto Cruz; definicion y propiedades.

El producto cruz entre dos vectores en R3 es un vector que es simultaneamente perpendicular a
v y a w. Consideremos los vectores Si ¥ = (¥, ¥,,73) € R® W = (W, W,, W3) € R3. El
producto v x w se define de la siguiente manera:

i j k
vy V2 V3
wi Wz w3

Vxw= = (V,w3 — wpv3)i — (Vw3 — wyV3)j + (Vyw, — wyvp)k

12



V>
Figura 12

La posicion del vector vxw se puede establecer U

con la “regla de la mano derecha”, "‘
Ej # 22:
Sita=3i—j+2kyb=2i+2j—k
Encontrar a x b Figura 13
i k
axb=(3 -1 2|=-3i+7j+8k
2 2 -1

1.11.- Area'y Volumen por Producto Cruz.
Longitud del producto vectorial
Sea 0 en el angulo entre vectores distintos de cero a y b (medido de modo
que 0 < @ < m. Entonces |a x b| = |a||b|senb i e
Lo antes mencionado es numéricamente igual al area del paralelogramo z
determinado por @ y b, cuya éarea es la mitad del 4rea del paralelogramo &

A =|axb| = |al||b|senb g
%A :%|axb| Figura 14
Ej #22

Determine el rea del triangulo con vértices A(3,0,—1),B(4,2,5) y C(7,—2,4)

Sol

AB = (1,2,6)

AC = (4,-2,5)

o i j ok

ABxAC =1 2 6|=22i+19j—-10k
4 -2 5

13



P .z , 1
Entonces el area del triangulo seria: > la x b|

1 1 f‘h
> laxb| = E‘/(ZZ)Z + (19)2 4+ (-10)2 = 15.37 u?

Triple producto escalar y volumen:
El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores

a,byc es el valor absoluto del triple producto escalar

a.(b x c) es decir V = |a.(b x c)| donde también se puede 3
expresar de la siguiente manera: V = A * h = |bxc||alcos® = " £
la||bxc||cosO| = |a. (bxc)| Figura 15
Ej # 23

El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores
7=(13-2),%=(214), W= (=3,1,6)

Sol:

V=la.(bxc)|=80u

1.12.- Ecuaciones de la Recta en R3
Si L es una recta que pasa por los puntos P = (p1,p2,p3),0Q =
(91,92, 93) Y Si el vector © = Q — P entonces:
1) Laecuacion vectorial de Les (x,y,2z) = p + tii,t €R

Figura 16

x(t) = py + tuy
2) Despejando x, y, z obtenemos las ecuaciones paramétricas de L:{ y(t) = p, + tu,
z(t) = p3 + tug

3) Sicadau; # 0, despejando ¢ obtenemos las ecuaciones simétricas de L =Pt = ¥P2 — ZPs

uq up u3
Ej # 24
Consideremos la recta L que pasa por los puntos P = (1,3,2),Q = (2,1,4)
Encontrar la ecuacién vectorial, las ecuaciones paramétricas y las ecuaciones simétricas
Sol:
Enestecasoi=P@=Q—-P = (1,-2,2)
La ecuacion vectorial de L es (x,y,2) = (1,3,2) + t(1,-2,2)

x(t)=p1+tu; =1+t
La ecuacion paramétrica < y(t) = p, + tu, = 3 — 2t

. . Ly — — — -1 -3 -2
Ecuaciones simétricas de L =21 =Pz _ZP3 _, T _¥=°2 _ 22
uq uz usz 1 2

1.13.- Ecuaciones del Plano.

Si N es un vector dado diferente del vector cero P, es un punto dado, entonces el conjunto
de todos los puntos para los cuales V(POP) y N son ortogonales define al plano que pasa por

P, y tiene a N como vector normal.

Si Py(xg,¥0,2p) €S un punto de un plano y (a, b, c) es un vector normal al plano, entonces

una ecuacion del plano es:

a(x—x9) +b(y—yo) tc(z—29) =0

14



Ej # 25
Obtener la ecuacion del plano que contiene al punto (2,1,3) y tiene al vector 3i —4j + k
como un vector normal.

Sol:
El punto Py(xg, ¥o,2o) = (2,1,3) y los valores de la triada {(a, b,c) = 3i —4j + k
- (3,-4,1)

Sustituyendo en la ecuacion los valores que se tienen en la ecuacion

a(x —xp) +b(y —yo) +c(z— z,) =0 '
3x—2)—4(y—-1)+(z—- 3) ‘
-»3x—6—4y+4+z-3

~3x—4y+z-5=0

Si a,b y c no son cero a la vez, la grafica de una . : ‘
ecuacion de la forma:ax + by + cz+d =0 ey \3:;
esunplanoy (a, b, c) es un vector normal al plano. * o

El punto (3, —4, 1) queda fuera del plano debido a que -

es un punto perpendicular al plano, (forma 90° con el plano) Figura 17

Ej # 25
Determine una ecuacién del plano que pasa por los puntos
P(1,3,2),Q(3,-2,2) yR(2,1,3)

Sol:
Constatar si la ecuacion esté satisfecha por las coordenadas de los puntos P, Q y R, entonces
el plano los contendra. Al sustituirx,yyzenax +by+cz+d =20 ‘)
cada triada forma una ecuacion, de donde cada una las coordenadas de los
tres puntos se tienen las ecuaciones

a+3b+2c+d=0E;

3a—2b+ 2c+d=0E,

2a+1b+3c+d=0E;3
Si se resuelve este sistema de ecuaciones para a, b y c en términosde d, se - .
obtiene e

5 2 1 )

a= 9d’b_ 9dyc-9d Figura 18
Sustituyendo los valores encontrados en la ecuacion ax + by + cz +d =

0, entonces resulta:
—2dx —2dy +;dz + d = 0 Realizando la multiplicacion de toda la ecuacion por

—2—> 5x+2y—2z—-9=0.5x+2y—2z—9 =0 es la ecuacion requerida.

Ejercicios
Obtener una ecuacién del plano que contenga al punto P y tenga al vector N como vector
normal

a) P(3,1,2) N =(1,2,-3)

b) P(-3,2,5) N = (6,—3,—-2)

¢) P(0,1,2) N=(0,-1,-3)
Determinar una ecuacion del plano que contenga a los tres puntos
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a) (341),(1,71),(-1,-2,5)
b) (0,0,1),(2,7,1),(—2,3,3)

1.14.- Posicion entre Rectas, Planos, Rectas y Planos.

Angulo entre dos planos

Un angulo entre dos planos se define como el angulo entre los vectores normales de los
planos.

Existen dos angulos entre dos planos.

Ej # 26

Determine la medida en radianes del angulo agudo entre los planos.
S5x—2y+5z—-12=0y2x+y—-7z+11=0

Sol:

. Ni-N

Para calcular el angulo usaremos cos = ——2—

] (IN¢ NNl
Siendo vectores normales

N1 " N2
0 =cos™t——"—
INL I[Nl
—1 (5-2,5)(2,1,-7 2 /

6 = cos 1% -0 = 37 el angulo agudo entre los dos planos es el suplemento

1
de 4, el cual es 8 =37,

1.15.- Distancias entre puntos, rectas y planos.

Planos paralelos y perpendiculares; dos planos son A;x + By + C;z+ D; =0

yA,x +B,y+C,z+D, =0

Son paralelos si los coeficientes de x, y, z en sus ecuaciones son proporcionales, es decir, si se

verificast =21 =&

A4 By (;
Dos planos A;x + By + Ciz+ D; = 0y A,x + B,y + C,z + D, = 0 son perpendiculares
cuando se verifica la relaciéon de A, A, + B;B, + C;C, = 0. La forma normal de la ecuacion
de un plano es: xcosa + ycosf + zcosf —p = 0.
Siendo p la distancia del origen al plano, a, 8, 8, los &ngulos de la direccién de la perpendicular

al plano por el origen. La forma normal de la ecuacion del plano Ax + By + Cz+ D = 0 es

_ Ax+By+Cz+D . . .
|d| = e O donde el signo del radical se considera opuesto al de D para que la

distancia p sea siempre positiva.

Ej #27
Estudiar la ecuacion 2x + 3y + 6z =12 - 2x + 3y + 62 — 12
Sol:

Como la ecuacion es lineal o de primer grado, representa un plano. P(x, y, z)

2
cosa = 7,cos,8 =z cosf = =

Latriada P(x,y,z) = (0,0,0) es el punto de partida o del origen al plano.

Ax+By+Cz+D 2(0) +3(0) +6(0) —12 12
|d| = - ->—Uu
VAZ + BZ + (2 7 7
Ej#28
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Hallar la distancia del punto (—2,2,3) al plano de la ecuacion 8x —4y —z—8 =0
Sol:

|d|

Ax, + By, + Cz, + D| ‘8(—2) —4(2)-1(3)—-8| 35
= -

- —u
Ny 3 9

1.16.- La Esferay Cilindros. Ecuaciones y graficas.
2 2 2
Sien la ecuacion = + 2> + = = 1 sise verificaque a = b = c, se transforma en

x% + y? + z2 = a?, que representa una esfera de centro (0,0,0) y de radio a. en el caso de que
el centro de la esfera fuera de centro (h, j, k) en lugar del origen, su ecuacion seria: (x — h)? +
6=+ @E- k) =a?

Ej # 29

Hallar la ecuacion de la esfera con centro en el punto (—2,1 — 3)

y de radio 4

Sol:

Usando la ecuacion serfa: (x —h)? + (y — )* + (z — k)? = =0 Sitseas
a? | '
(x+2)?2+ @ —-1%+(z+3)? = (4)? &
Desarrollando el binomio y ordenando se llega a la siguiente ~
ecuacion l

X +y?+22+4x—-2y+6z—-2=0 j

Figura 19

. . . . .. ., x%2  y? o z?
Elipsoide: si a, b, c son distintos, la ecuacion— + =+ =1
a b%z = 2
Representan el caso mas general de una cuadratica. Si a # b, pero b = c, el elipsoide es de
revolucién. Si el centro del elipsoide es el punto (h,j, k) y sus ejes son paralelos a las dos
(x=h)? + -k)? + (z=))? -1

a? b2 c?
i i ., x2  y?  z2
Si el centro es en el origen, la ecuacion es = + at== 1

a2
Ej # 30
Demostrar que la ecuacion siguiente es un elipsoide. Hallar su centro y las longitudes de sus
semiejes de: 2x? + 3y? +z2 —8x+ 6y —4z—3 =0

coordenadas, la ecuacién adquiere la forma

2
L . . b
Sol: para resolver el ejercicio es necesario ordenar y hace la competicion de cuadrados (2—)
a

2x% —8x + 3y? + 6y + z2 — 4z = 3; es recomendable sacar factor comdn para que el
gjercicio de vuelva mas facil.
2(x? —4x) +3(y* +y)+2z2 —4z=3

2(x% —4x + G)Z +3 <y2 + 2y + (;)2> +2z%2—4z + G)Z =3+ (%)2 + (;)2 + (;)2

2(x* —4x+4)+3(y*+2y+1)+2z°—4z+4=34+2+4+3+4
2(x®? —4x +4)+3(y?+ 2y +1) + z%2 — 4z + 4 = 18; Factorizando y
convirtiendo el radio en 1 .
x—2)% (y+1)? (z—2)? :
(=2 O+ -2 +

9 6 18 !
El centro del elipsoide es la triada (2, -1, 2) SEErhes e —

Fi?ura 20

.(3,245‘414)

(2,-1,2)

Sus semiejes son las raices de los divisores:
(3,76,3V2)
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1.17.- Superficies Cuadricas. Ecuaciones y graficas.

Los conos, esferas, cilindros circulares y parabdlico, y los elipsoides de revolucion son
superficies dadas por gréficas de ecuaciones de segundo grado en x,y y z. La grafica de una
ecuacion de segundo grado en tres variables es una superficie cuadratica. Expresado de la forma:
Ax? + By? + cz* + Dx + Ey+ Fz+ G = 0.

Aunque son seis las superficies cuadraticas, es importante mencionar una superficie especial: la
esfera. La esfera es una figura geométrica bastante conocida y comin. Hasta los planetas son
muy similares a esferas. Matematicamente, las esferas poseen una representacion algebraica
como la siguiente:

x—a)+(@y—-b)?*+(z-c)?=rk

La anterior es una ecuacion reducida para una esfera de radio r y con '
centro en el punto C(a, b, ¢). Parece mucho a una circunferencia en un F

plano de dos dimensiones. De hecho, la abstraccion al espacio

tridimensional es inmediata. La definicion forma de una esfera es un ..
conjunto de todos los puntos (x, y, z) que son equidistantes a un punto T - .
fijo llamado centro.

Los puntos que estan en los tres ejes coordenados en el espacio son: / '

x* + y* = 0implicaque x = y = 0 (el eje z); Figura 21

y* +z% = 0 implicaque y = z = 0 (el eje x);
x* +z% = 0 implicaque x = z = 0 (el eje y).

Ahora, habiendo explicado la anterior superficie, continlan las 6 superficies cuadraticas
(oficialmente hablando). Dichas formas espaciales son: el elipsoide, el hiperboloide de una hoja,
el hiperboloide de dos hojas, el cono eliptico, el paraboloide y el paraboloide hiperbdlico.

Elipsoide: El elipsoide es una superficie cuadratica facil de identificar. Las caracteristicas de
su forma algebraica es que las tres variables x, y, y z estan elevadas al cuadrado y todas son
positivas. Ademas, en su forma mas simple, estan igualadas a 1. La ecuacion reducida de un
elipsoide es:
(x—x0)> (y—y0)? (z2—2p)

z T e 1 \
Se puede observar que las tres variables son positivas y todo esta Y o
igualado a 1. Las constantes a, b y ¢ representan la maxima ) oo
extension del elipsoide en los ejes x, y y z respectivamente. El _——""1_ &\
centro del elipsoide es C(x,,¥,, 2,).- Lo anterior cobra 1 .
significado al graficar un elipsoide en el espacio: \

Figura 22
Ej # 31
Describa el bosquejo del siguiente ejercicio
x2 yZ "
4z =1
T o _
Es necesario que recordemos las definiciones anteriores
x%* + y* = 0implicaque x = y = 0 (el eje z);
y? + 2% = 0 implicaque y = z = 0 (el eje x);
x* +z% = 0 implicaque x = z = 0 (el eje y).
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O también se puede afirmar que:
2 2
xy Cuando z = 0 entonces quedaxz + f—ﬁ = 1, de donde se sacan los valores de x e y, igualando

2

2
a cero cada una de las variables; seax = 0 —» ’1'—6 =1l.y=14;,y=0- x: =1.x=+2.

2
xz Cuando y = 0 entonces queda x: + z2? = 1, de donde se

sacan los valores de x e z, igualando a cero cada una de las
2

variables; seax =0 » 22 =1.z=14Lz=0->>=1+

o L 3
x = x2. N e
yz Cuando x = 0 entonces queda Z—Z + z%2 =1, de donde se W "
sacan los valores de y y z, igualando a cero cada una de las — T \
variables; seay=0—>22=1.'.z=i1;z=0—>’lc—2=1.'. }
y = +4. Figura 23

Hiperboloide de una hoja

El hiperboloide de una hoja es una forma que parece familiar al verla pero que en realidad no es
tan comun en la naturaleza visible. El hiperboloide se puede entender como la revolucion de una
hipérbola sobre el eje que por el que no pasan los vértices, adquiriendo asi volumen.

La ecuacion de un hiperboloide se identifica porque, en primer lugar, todas
las variables estan igualadas a 1. Sin embargo, una de ellas es negativa. De
hecho, la variable que es negativa sera la que indique hacia que eje abre el
hiperboloide. La ecuacion, pues, de un hiperboloide de una hoja es:
xZ 2 2

y z 1
a2 b% c? Figura 24

Las constantes a, b y ¢ designan la extensién en los ejes de cada variable. En el caso anterior, el
hiperboloide tiene su centro en el origen, sin embargo esto puede cambiar si se suman o restan
valores a las variables lineales y el resultado se eleva al cuadrado.

Ej # 32
Graficar un hiperboloide de una hoja:

* . =1
4 Z =

xy Cuando z = 0 entonces queda % + yTz = 1, de donde se sacan los
valores de x e y, igualando a cero cada una de las variables; sea x = Figura 25
Oagzlsy:i&y=0a§=15x=i2

De donde surge una elipse

2
xz Cuando y = 0 entonces queda x:—zz =1, de donde se sacan los valores de x e z,
igualando a cero cada una de las variables; seax = 0; —z2 = 1 . z = v/—1;.entonces Se recurre

2

a trazar asintotas o se recurre a la formula de la hipérbola; siz = 0 — xT =1.x=42
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2
yz Cuando x = 0 entonces queda YT— z? =1, de donde se sacan los valores de yy z,
igualando a cero cada una de las variables; sea y = 0 » —z? = 1 . z = v/—1;. entonces se

2
recurre a trazar asintotas o se recurre a la formula de la hipérbola; siz = 0 — x: =1ls.y=42

Hiperboloide de dos hojas

El hiperboloide de dos hojas es la revolucion de una hipérbola sobre el eje por el que si pasan
los vértices. El resultado es una figura segmentada. Por ejemplo, una hipérbola horizontal con
centro en el origen.

Al rotarse respecto al eje y se obtiene un hiperboloide de una hoja. Pero al rotarse respecto al
eje x, el resultado es un hiperboloide de dos hojas.

La ecuacion algebraica de esta superficie cuadratica es igual a la anterior,
pero en este caso son dos de las variables las que son negativas. Para
identificar el eje hacia donde abre este hiperboloide hay que ubicar la
variable que es positiva, aquella que se diferencia de las demas. Todo esta
igualado a 1.

2 2 x2 Figura 26

-, z y _
Su ecuacion esc—z—b—z—a—2 =1

Ej # 33
Graficar la hiperboloide de dos hojas:

2 2

X y 2
4l 2
2732

2 2
xy Cuando z = 0 entonces queda —% + yT =1, de donde se sacan los valores de x e y,

2 2
igualando a cero cada una de las variables; seax = 0 — yT =1.y=42;y=0; —x: =1.Se
recurre a trazar asintotas o se recurre a la férmula de la hipérbola

2
xz Cuando y = 0 entonces queda — x: — z% =1, de donde se sacan los valores de x e z, como

no se puede igualando a cero cada una de las variables; entonces se recurre a trazar asintotas o
se recurre a la formula de la hipérbola.

2
yz Cuando x = 0 entonces queda y: — z2? = 1, de donde se sacan los

valores de y y z, igualando a cero cada una de las variables; sea y =

0> —2z2=10z=+ —1;. entonces se recurre a trazar asintotas o se

recurre a la formula de la hipérbola; si z = 0

x2

—=1.y=42
—>4 y=4=

Figura 27
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Paraboloide

El paraboloide es una forma méas 0 menos comun. No tanto en la naturaleza, pero si coincide con
las antenas parabdlicas de transmision de sefiales que se usan en todo el mundo. El paraboloide
resulta de rotar una parabola en dos dimensiones sobre un eje.

Figura 28

La ecuacion de paraboloide es similar a la del cono. Pero tiene otra
peculiaridad. Todo est4 igualado a 0. Una variable es negativa, sin
embargo, esa misma variable es lineal, es decir, no est4 elevada al
cuadrado. Su formulaes :

xt y? oz :
2 T i

La variable z es negativa pero pasa al otro lado de la ecuacion con el signo contrario. Ademas
de ser negativa, es lineal. Otro detalle importante es que el
denominador que pudiera presentarse dividiendo a z es lineal
también. El paraboloide no tiene centro pero si vértice y se obtiene ™

igual. En este caso es un paraboloide con centro en el origen.

Ej # 34

. . Figura 29
Graficar el paraboloide ?

+ y?2 z 0

X —_——_—=

"

xy Cuando z = 0 entonces queda x + y? = 0, de donde se sacan los valores de x e y, igualando
a cero cada una de las variables; pero no se encuentra un valor numérico, debido a que esta
igualado a cero, entonteces se recurre a trazar asintotas o se recurre a la férmula de la hipérbola

2
xz Cuando y = 0 entonces queda x — Z: = 0, de donde se sacan los valores de x e z, igualando

a cero cada una de las variables; pero no se encuentra un valor numérico, debido a que esta
igualado a cero, entonteces se recurre a trazar asintotas o se recurre a la férmula de la hipérbola.

yz Cuando x = 0 entonces queda y? — z? = 0, de donde se sacan los valores de y y z,
igualando a cero cada una de las variables; pero no se encuentra un valor numérico, debido a que
esta igualado a cero, entonteces se recurre a trazar asintotas o se recurre a la férmula de la
hipérbola.

Paraboloide hiperbdlico
El paraboloide hiperbdlico es sin duda la superficie cuadratica mas compleja y asi mismo, mas
dificil de graficar. Se considera que tiene la forma de una silla de montar.

La ecuacion algebraica tiene varios distintivos. Primero, todos los elementos esta igualados a 0.
Existe una variable lineal. Esta variable indica hacia que eje apunta el "asiento™ de la silla. Esta
variable puede ser negativa o positiva, y de ello depende que la silla apunte hacia el eje positivo
o0 al negativo, respectivamente. La siguiente peculiaridad es que

alguna de las variables cuadraticas es negativa. Dicha variable
indica hacia donde apunta el costado de la "silla". \\
Su férmula es: \
y: x* z

b2 a? ¢

Figura 30
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Ej#35

Graficar el paraboloide hiperbélico
x2—y2 =gz
xy Cuando z = 0 entonces queda x* — y? = 0, de donde se sacan /.
los valores de x ey, igualando a cero cada una de las variables;
resulta que x* = y? . x = +y, convirtiéndose en dos lineas rectas
que pasas por el origen. Dividiendo el plano en cuatro partes.

xz Cuando y = 0 entonces queda x? = z, de donde se sacan los  Figura 31

valores de x e z, igualando a cero cada una de las variables; resulta

que x = /z ~ x = +z, convirtiéndose en una hipérbole.

yz Cuando x = 0 entonces queda —y? = z, de donde se sacan los valores de y y z, despejando
se obtiene y2 + z = 0; igualando a cero cada una de las variables; pero no se encuentra un valor
numerico, debido a que esta igualado a cero y trasladando una de las variables se convierte en
algo indeterminado, entonteces se recurre a trazar asintotas o se recurre a la formula de la
hipérbola.

Ejercicios

Dibuje la gréfica de la ecuacion e identifique la superficie
a) 4x%+9y?+2z%2=36
b) 4x? +9y? —z2 =36

c) x22=3212—22
d) :_§+z_§=4y
€) z—g—z—s=9y
f) 32]—5+:—9=4z

Unidad I1: Limite y continuidad de funciones de una y varias

variables

2.1.- Entorno de un punto. Entorno como valor absoluto.
Valor absoluto Se define el valor absoluto de un nimero real como el nimero dado, si éste es
positivo, 0 su opuesto en caso de ser estrictamente negativo. Es decir:
x| = { x st x=0
—x si x<0
Ej # 36

|13] = 13. Aplicando la definicion a |13] seria x = 13. Como es mayor o igual que cero, la
definicion nos dice que |x| = x = 13.

|0] = 0. De igual forma, x = 0. Al ser x >0, se tiene que |x| = x = 0.

|-19] = 19, porque x =-19 < 0, por lo que, segun la definicion se tendra: x| = — x

=|-19] =- (-19) = 19.

Propiedades:
1. |x|=0
2. |x|=0x=0
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x| = |—x|
x| =lylex=y 6x =~y
x| =y o x=y 6x=—y (debesery = 0)

o gk w

d(x,y) = |x-y| = |y- x| loque quiere decir que la distancia que separa a x de y
es igual que la diferencia de ambos nimeros, tomada en valor absoluto.
|x * y| = |x| * |yl

o ~

x| _ Il

vyl lyl
|x|] < y(siendoy >0)e -y < x < yLlasdosdesigualdades- y < x,x < y,se
verifican simultaneamente. La propiedad es cierta, también, si las desigualdades son
estrictas (< en lugar de <).

10.) x| 2y (siendoy >0) © x >y 6 x < - y Analoga, si las desigualdades son estrictas.

11 |x| = |y| = x? = y?

12.) |x|? = x?

13. Vx =|x|

14. Desigualdad triangular: |x + y| < |x| + |y].

15. |x -yl = |x|- |yl

16. |x| < |y| © x2 < y?. Andloga si las desigualdades son estrictas.

siempre que y # 0.

Entornos Se define el entorno de centro ay radio r > 0, y se utiliza . -

la notacion: E(a,r), como el conjunto de todos los nimeros x que ="+ H atr
estan a una distancia de a inferior a r. Es decir: dia. x)
E(a,r) ={xeR /d(x,a) <7} Figura 32

Segun el gréfico, x puede estar en cualquier lugar del intervalo coloreado. Por tanto, dicha
zona es el entorno de centro a y radio r.

Por las propiedades 6 de valor absoluto se tiene que: d(x,a) < r < |x-a| < r. Por tanto,
una definicion equivalente de entorno es: E(a,r) = {xeR /|x-a| < 1}

Pero la propiedad 9 de valor absoluto nos llevaaque: [x-a| < r ®-r < x-a <r
Si sumamos aen las tres posiciones de estas desigualdades, la expresion resulta ser
equivalentea: a-r <x < a+r.

Por tanto, una tercera definicion equivalente es:

E(a,v) = {x ER/a-r<x<a+r}=(a-r,a+r)

Es decir, hemos encontrado que el entorno de centro a y radio r es lo mismo que el intervalo
abierto (a-r,a + ).

Se define el entorno reducido de centro a y radio r como E(a, r) excluido el centro a. La
notacion que se emplea es E * (a,r). Es decir: E * (a,r) = E(a,r)-{a}

Podriamos expresarlo como union de dos intervalos abiertos:

Ex(a,r)=(a-r,a) U(a,a + 7).

Ej#37

Resolver |[3x — 1| = 2

Sol:

Es recomendable recordar | propiedades anteriores.
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3Ix—1=2e3x=241-3x=3~x=1
1
3x—1=—2<:)3x=—2+1—>3x=—1:.x:—§

. . 1
Las dos soluciones posiblessonx =1 A x = — 5.

Ej # 38
Resolver |2|x — 3| — 4x| = 4

Sol:
Para resolver este ejercicio es necesario que se tenga muy presente las reglas o propiedades de

los logaritmos.

A como se puede observar el ejercicio esta un poco dificil, lo que en matematica se le Ilamaria
dificultad alta, entonces primeramente se trabaja el valor absoluto interno, multiplicar el factor
comun del primer término y surgen dos soluciones.

[12x — 6] — 4x| = 4
|12x — 6 —4x| = 4 |-2x+ 6 —4x| = 4
|-2x — 6| =4 E, |-6x + 6| = 4 E,

Cada una de las soluciones se convierte en dos nuevas soluciones por definicion de las
propiedades de los logaritmos.

|-2x — 6| = 4 E,

{—2x—6=4—>—2x=10.'.x=—5
—2x—6=—4-> -2x=2 ~x=-1

1
—6x+6=4—>—6x:_2_._x:§

—6x+6=—-4->—6x=-10 x=§

Al comprobar la validez de las distintas soluciones, obtenemos que x =-1 no, nos sirve. Por

. 1,5
tanto, las soluciones son: - 5, 3 0%

3
Ej # 39
Expresar en forma de intervalo E(1, 2)

Sol:
E1,2) = (1-21+2) =(-13)

Ejercicios:

Resolver los siguientes ejercicios
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a) |3x—2|=|x+6]|

b) |3x2—-2x—-3|=0

c) |x—2]=|x+3|

d) Expresar en forma de intervalo y de entorno el conjunto {x e R / |x + 2| < 3}
e) Expresar en forma de intervalo E(2,7.2)

2.2.- Limite Finito segun Cauchy para funciones reales de una variable real.
El concepto de limite ha sido de enorme utilidad en el desarrollo de las matematicas; en él se

fundamenta el calculo infinitesimal. Aungue muchos matematicos utilizaron la idea intuitiva de
limite, fue el barén de Cauchy (1789-1857), a principios del siglo X1X, quien dio una definicion
satisfactoria de limite y, en consecuencia, de derivada de una funcion. En el primer apartado, se
ha definido el concepto de limite de una sucesion que recordamos de nuevo: Definicion: una
sucesion (a, ),y €S convergente si existe un numero real L € R tal

Ve>=0, INeNt.q Yn>N = |a, — L|<e. En este caso, se denota L =lima, Yy se
n—->oo
denomina limite de la sucesion. También se puede ver a,, — L
n—-oco

(El limite de una sucesion convergente es Unico). Sea (S,),en Una sucesion convergente y sean

ab €R talesa = lim S,,,b = lim S,,. Entonces a = b.

n—oo n—oo
Ej # 40
Verificar si la siguiente sucesion es convergente o divergente
2n+1
=3
Sol:

Sustituir los valores de n con los valores que se deseen
2x1+1 2+1 3

a; = 1+3 2 150.75
2+2+1 441 5 _
©2="3%3 ~ 5 51
24341 641 7
asz = 373 6 =651.166
2+100+1 200+1 201
@00 = J00+3 103 103 1'9°1
2+2000+1 4000+1 4001
2000 = 2000 +3 2003 2003~ 997>

La sucesion tiende a 2 converge
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2n+1
a = =
" n+3

Ej#41
Verificar si la siguiente sucesion es convergente o divergente.
a,=2n+5

Sol:
Sustituir los valores de n con los valores que se deseen

a;=2+1+5=2+5=7
a;=2+2+5=4+5=9
a;=2+3+5=6+5=11

La sucesion tiende a oo por tanto la sucesion es divergente.

Ej # 42
Verificar si la sucesion es divergente 6 convergente mediante el uso de limite a,, = 2n + 6

Sol: Usando lim a,,

n—->oo

lim2n+6

n—-oo

Usando las propiedades de los limites, pero también podemos hacer la sustitucion directa

lim2n+6 = 2(©) + 6 = + 6 .~ lim 2n + 6 = o, se concluye diciendo que la serie es
n—-oo

n-co
divergente.
Ejercicios
Verificar si la sucesion es divergente 6 convergente mediante el uso de limite

n+6
nt+n?2+1 (4n+1) n
- an —

—6n3+5 2n

a, = —3n?+ 6n a, =

2.3.- Interpretacion geométrica del Limite.

En matematicas, se usa el concepto del limite para describir la tendencia de una sucesion o
una funcién. La idea es que una sucesion o una funcion tienen un limite si progresivamente
alcanza un numero, que se llama el limite.

El limite de una funcidn es un concepto fundamental del célculo diferencial matematico
Informalmente, el hecho que una funcion
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Sea funa funcidn definida en cada nimero de algun intervalo abierto que contiene a a , excepto
posiblemente en el nimero @ mismo. El limite de f(x) conforme a a es L, lo que se escribe

como:
lim f(x) =L
xX—a

Si la siguiente proposicion es verdadera:

;1 :

Dada cualquier € > 0, no importa cuan pequefia sea,

existe una & > 0 tal que

Si0<|x—al <é&entonces |f(x) —L| <€
Ej#43

Utilice la definicion de limite para demostrar que
lim(4x —5) =3

x—2

Sol:

Si0<|x—2| <dentonces |(4x —5) — 3| < €
Si0<|x—2| <dentonces [(4x — 8| < €
Si0<|x—2| <dentonces 4|(x — 2| < €

Si0 < |x — 2| < & entonces |(x — 2| <§

Figura 33

Esto denota que ie es una & satisfactoria. Con esta eleccion de & se tiene el argumento
siguiente:

0<|x—2|<é

4|x - 2| <46

|(4x — 8)| < 46

= |(4x—-5)—3| <46

|(4x — 5) — 3| < € Esto se debe porqueie

Por tanto, se ha establecido que 6 = ie , entonces se cumple la proposicion, esto demuestra que
lirr;(4x —5)=3

x_) Z rd - - Ve - -7

METODO NUMERICO Este método permite estimar el limite de una funcion al evaluar el
comportamiento de la misma en varios puntos cercanos a x = c, en dos conjuntos de valores de

X, UNO que Se acerque por su izquierda y otro que se acerque por su derecha para estimar el
limite.

Ej # 44
x2-7x+10

Evalda la funcion f(x) = — = en varios puntos cercanos a x =
5 y utilizar los resultados para estimar el limite. * /
494994999 5 |5.001 5.01] 5.1

X
f(x)] 2.9 2.99/2.999 ; 7| 3.001 3.01] 3.5

En la tabla de valores se observa que cuando x = 5, se acerca a 3
tanto por la izquierda y por la derecha. Entonces se dice que el limite

Figura 34
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x2-7x+10 _

x-5

3

de f(x) cuando x tiende a 5 es 3. En la notacion, li1151 fx)=3- lin51
X X

2.4.- Célculo de Limites usando propiedades.
Propiedades de los Limites

L limf(x) = f(c)

Ej#45

limx? + 1

xX—2

Sol:

Sustituyendo, los valores de x, en la funcion.

limx?+1=2)?+1=4+1-1limx*+1=5
x-2 x—2

2. limb=0»>b

Ej # 46
lin; 1

Sol:

Solo se escribe la misma cantidad, debido a que no se sustituye el valor de la variable debido a
gue no hay en la funcién.

3. limx =c¢
X—C

Ej # 47

limx =2

xX—2

4, lim x™ = ¢c™
X—C

Ej # 48
lirr31 x?

Sol:
limx? = (3)% ~ limx? =9
x-3 x—3

S. }Ci_r)ré[f(x) tg(x)] = }Ci_fgf(x) + lim g(x)
Ej#49

}Ci_rg(xz + 4x)

Sol:

Aplicando limite a cada uno de los términos
lin%x2 + lirr§4x =3B)?2+“4=*3)=9+12 - lin;(x2 +4x) =21
xX— X— X—

6. lim[f (x) * g()] = [lim £ (x)] * [lim g (x)]
Ej # 50
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limx(x? + 1)
x—-7
Sol:
lin;x(x2 +1) = lin;x * lirr;(x2 +1D)=7+«(7)?*+1)=7%(49+1)=7%50
xX— xX— X—
lirr;x(x2 + 1) = 350
x—

. [f0] _ mSfe)
7. lm[Z5] = lim 9 o)
Ej #51
lim (——
m(———-—r
Sol:
lim x 4 4 4 X 4

4 s lim(———) =

lim(=7x + 1) TI7w4+1 2841 0 227 oe—Tx+1 27
8. lm[f()]" = [limf (x)]"
Ej#52
xlir{lz(Sx + 7)*
Sol:
[xlirzlz(Sx +DI*=[5(-2)+7]> = (-10+ 7)? = (—3)? ~ xlirPZ(Sx +7)*=9

9. }Ci_r)rg[b(f(x))] = b[}}{}g f(x)]
Ej #53
lim[3(3x — 4x?)]
x—5
Sol:
lin};[3(3x —4x?)] =3 lirr51 (3x — 4x?) Sustituyendo lo valores de la variable x
x— x—
3 lin; (3x — 4x?) = 3(3*5—4(5)?) = 3(15 — 4% 25) > 3(15—100) = 3 * (—85)
x—
lirré[3(3x — 4x?)] = —285
X—

10. lim /x = V/x

X—C

Ej #53

lim * [——

xI—IH —-7x+1

Sol:

Aplicando limite dentro del radical queda:

3 im4 4 s 4 3] 4
1ir2(—7x+1)_ (=7+4)+1 [-28+1 =27
X—

2 i 3 X _
”xl—r}}t\]—7x+1_
V4

3
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11.  limlog f(x) = loglimf(x)
. X—C XX
E)# 54
lim log(3x — 7)
X—5
Sol:
log(lin;n(Sx —7)) =log(3*5—7) - log(15—7) = log8 - lin%log(Sx —7)=0.903
x— x>

Ej # 55

Calcular el limite de lim Z_Z—x_3
x—7 X°—49

Sol:

Por sustitucion queda de la siguiente forma:

p27VX=3 _2-V7-3 2-V4 2-2 0
3 x2—49  (7)2—49 49-49 0 0
Recurriendo a los artificios matematicos se racionaliza el numerador:

I 2—Vx—3 2++Vx-3
im

x7 X249  2+x-3
Usando (a — b)(a + b) = a? — b?

L (2-VE=3)«(24x=3) 22— (Vx—3)"
X7 (x%2 —49) x (2 +Vx —3) _xl—r)r;(xz—49)*(2+\/x—3)
4—(x—-3) i 4—-x+3

- lim =lim
o7 (x2 —49)* 2+ Vx —3) 7 (x2—-49)* (2+Vx—3)
7—x

= lim

=7 (x2 —49) * (2 +Vx — 3)
Haciendo la sustitucion del valor de la variable x
i 7 —x 7-7 0 0 o
1m = = = - —1ln
=7 (x2—49)* 2+Vx—3) ((7)?2—49)2++V7-3) 0xQ2++V4) 0x4 0
¢ Qué mas se podria hacer?

Factorizar (x2 —49) = (x — 7)(x + 7)
—(=7 +x) —(x—7)

19 2 vi3) G Nar D@+ VE=3)
-1

= lim
=7 (x+7)*(2+Vx—3)
Sustituyendo en valor de x
-1 -1 -1 1 1

D Gt 7~ @iva ) T+7-@IVT-3) (8)(2+vd) 14+4 56

Ej #56
_ V1+h-1
lim——
h—0
Sol:
Aplicando la sustitucion del valor de la variable nos encontramos con lo siguiente:
Vi+h—-1 J1+0-1 (V1-1) 1-1 0

}li_r)r(l) A 0 0 0 = 0 indeterminado.

Para resolver el ejercicio es necesario buscar otra alternativa y esa es racionalizando;




Va¥c—d_yatc-d Va¥c+d _ (a+0)-d

b B b "Vatc+d brvatc+d
. Vith-1 . <W—1 WH) - (VIth)' -1
m-—r—--= Ilim
h=0 h x>0 h Vi+h+1 x*Oh*(\/1+ +1)
1+h—-1

= lim

=0 h(V1I+h+1)
Eliminando términos semejantes y simplificando nos queda
lim haciendo sustitucion

x_>0(\/1++)

y 1 1 1 1 JVI+h-1 1
im = = = = - 11 _— =
xﬁo(\/1+h+1) Vi+0+1 v1I+1 1+1 2 nr0  h 2

Ejercicios

Calcular los siguientes Limites:

I. lim (3x +2x%2 —x+1)

x—>—2

i.  lim(x® —x?)(—x + 1)
x—3

.- . 1+3x
1. lim({——————
x—1 \1+4x2+3x*

. . Jx+2-3
iv. lim
h—-7 Xx—=7
2—Vx—3
V. lim

x—7 x2 49
2.5.- Limites Laterales.

Decimos que el limite por la derecha de f(x) cuando x tiende a c es L, si a medida que
tomamos valores de x, cada vez mas proximos a ¢, pero mayores que c, entonces f(x) se
aproxima a L. Simbdlicamente lim+f(x) =L

xX—C

Decimos que el limite por la izquierda de f(x) cuando x tiende a c es M, si a medida que
tomamos valores de x, cada vez mas proximos a ¢, pero menores que c, entonces f(x) se
aproxima a M. Simbdlicamente lim f(x) = M

X—>C™

Ej #57
1;six< -1

Dada la funcion f(x) = jx%;si—1<x <1 enlospuntosx=—-1y x=1
2;six>1

Sol:

Enx = —1, los limites laterales son:
Izquierda lim 1 =1

x--1

Derecha lim x%? =1

x—-—1
Como ambos resultados coinciden, existe el limite
yvale 1

Enx = 1, los limites laterales son:
Izquierda lim x? =1
x->1"
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Derecha lim 2 =2 Figura 35
x—-1t

Como no coinciden los limites laterales no tiene limite en x = 1. Es una funcién discontinua.
Ej # 58 | ’
x%:six <0
Dada la funcion f(x) =4 1;six =0
2x;six>0
Sol:
En x = 0, los limites laterales son:
Izquierda xllr(l)n_ x2=0
Derecha lim+ 2x =0

x-0

Como ambos resultados coinciden, existe el limite y vale
0

Figura 36

En x = 0, los limites laterales son:
Izquierda lim x? =0

x-0"
Derecha lim 2x =0

x—0t

Como coinciden los limites laterales tiene limite en x = 0, la funcién es continua.

Ejercicios
Comprobar la continuidad de las siguientes funciones, construir su grafica.

x2-x-12 |,
a. f(x)={—x+3 psix>—3
-5 ;o six < -3
_ 1+x?% six<1
b. f(x) = {4—x ssix>1
1+x?% six<0
C. fx)=42—-x;0<x<2

(x—2)% six>2
x+1;six<1

d f(x)= %;1<x<3
Vvx—3; six>2

2.6.- Continuidad y Discontinuidad en un punto.

Se dice que una funcion es continua cuando es posible hacer su grafica sin separar el lapiz del
papel. Esta definicion coloquial de continuidad permite establecer una idea intuitiva de su
significado.

Al obtener el lim f(x), se busca aproximarse al valor de x = a mas no llegar a ese punto, esto
xX—a

es, acercarcarse mucho pero manteniendo x # a. Puede ser que el limite de una funcion exista
aun cuando la funcién no esté definida en ese punto.

Una funcion f(x) es continua en un nimero a, si se cumplen los siguientes requisitos:
e f estd definida en un intervalo abierto que contiene al nimero a
e ellim f(x) existe, y
X—a
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o limf(0)=f(a)
Ej # 59

2x+3;six <0
Sea la funcion f(x) = 7;six =0 . Determinar si es continua.

x2+3;six>0
Sol:
Es necesario que apliquemos limites laterales, para saber si, la funcion esté definida para todo
namero real. Hay un cambio de comportamiento en el punto x = 0, por lo tanto, habra que
analizar lo que pasa en dicho punto. Dado que el comportamiento a la izquierda y a la derecha
de x = 0 es diferente, se utilizaran los limites unilaterales.

lirgl 2x+3=2x04+3-3
x—-0"

lim x2+3=02+3-3 Figura 37
x-0%

kel

Dado que los limites unilaterales tienen el mismo resultado,
se dice que lin(l) f(x) = 3. Por lo tanto, el limite cuando x —
X—

0 existe y vale 3. Ahora, falta hallar el valor de la funcién en
el punto x = 0, seevaliay f(0) =7 > lirré f(x) #7. No se
xX—

cumple el tercer requisito de la continuidad: la funcion es
discontinua.

Ejercicios
Estudiar la continuidad de las siguientes funciones.

x> —1;six<0
2x—3;x=0
x+1;six<3
2) f(x) =4{x?>—-5;si3<x< 4
0;six=4
x—1;six<1
3) f(x)={x?—1;si1<x<2
x%;six > 2
2x+2;six <0
4) f(x) =4x?>+2;si0<x <2
3x;8ix > 2

1) fx) =

2.7.- Continuidad y Discontinuidad en un intervalo.
Una funcidn es continua en un punto si existe limite en él y coincide con el valor que toma la
funcién en ese punto.
Se die que una funcidn es continua en un intervalo abierto si y sélo si es continua en cada
namero del intervalo abierto.
Se dice que una funcion f es continua por la derecha en el nimero a si y so6lo si se cumplen
las tres condiciones siguientes:
I. f(a) Existe
ii. lim f(x) existe;
x—at
. lim f(x) = f(a)
x—at
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Se dice que una funcion f es continua por la izquierda en el nimero a si y sélo si se cumplen
las tres condiciones siguientes:
I.  f(a) Existe
ii. lim f(x) existe;
xXx—-a~
iii. lim f(x) = f(a)
xXx—-a~
Se dice que una funcidn, cuyo dominio contiene al intervalo cerrado [a, b], es continua en el

intervalo si y solo si es continua en el intervalo abierto (a, b), asi como continua por la derecha
es a y continua por la izquierda en b.

Ej#60

Demostrar que la funcion h(x) = v4 — x2 es continua en el intervalo [—2,2].
Sol:

Hay que demostrar que la funcion h(x) es continua en el intervalo abierto (—2,2).

lim /4 — x?

x——-271 . .
Por sustitucion

lin%+\/4—x2=\/4—(—2)2=\/4—4=O =
xX——

Una vez que se ha probado por la derecha se prueba por
la izquierda

lim 4 — x2
xX—2~ . .,
Por sustitucion

lim Va—x2=\/4—(-2)2=V4—4=0 Figura 39
X—2~

De modo que la funcién h(x) = V4 — x? es continua por la derecha en —2 yes continua por la
izquierda en 2. En consecuencia, la funcion es continua en el intervalo cerrado [—2,2].

= 2
b

Ejercicios
Determinar para cuél de los intervalos indicados es una funcion continua.
2
a. f(.X') = m; (3:7): [—6,4’), (—OO, 0)! (_5' OO), [_5’ OO); [_10; _5)

b g(x) = =5 (—,0),[0,+),(0,2), (0,2], [2, +0), [2, +00)
. . . discontinuidad inevitable de
2.8.- Propiedades de las funciones Continuas. salto finito:

Existen tres tipos de discontinuidades: Una funcion f (x) tiene una
discontinuidad evitable en x, si existe lim f(x) = L pero f (x,) #
X—Xg

L. En el ejemplo inicial la funcion tiene una discontinuidad evitable en . continuidad inevitable de
X = 3 salto infinito:

Una funcién f (x) tiene una discontinuidad inevitable de salto finito
en x, Si no existe lim f(x) pero lim f(x)y lim f(x) son finitos.
X—Xo X—Xg x-xg

Yo

En el ejemplo inicial la funcién tiene una discontinuidad inevitable de difeontiniidad EVicable/de
salto finito

salto finitoen x = 2. o

=

Una funcion f (x) tiene una discontinuidad inevitable de salto /" v
infinito en x, si no existe lim f(x)y uno de los dos limites laterales  Figura 48
X=X
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no es finito. En el ejemplo inicial la funcidn tiene una discontinuidad inevitable de salto infinito
enx = 0.

2.9.- Limites Infinitos y al Infinito. Infinitos e Infinitésimos.
Decimos que f (x) tiende a infinito cuando x tiende a c si se puede hacer f (x) tan grande
como se quiera al escoger x suficientemente cercano a c. Se escribe lim f(x) = o

xX—C

(Esto se lee: el limite de f(x) cuando x tiende a c es infinito).

De modo parecido definimos la notacion
lim f(x) = —o0
xX—=C

(Esto se lee: el limite de f(x) cuando x tiende a ¢ es menos infinito).

Ej#61

Encontrar el limite de la siguiente funcion
. 1 3

xl_I)I} 1—-x 1-2x3

Sol:

Haciendo la sustitucion encontramos que:

I 1 3 1 3 1 3 1 3
l—x 1-x3 1-1 1-(1)2 0 1-1 0 0
Sabemos que la divisién por cero no existe, lo que se podria representar de la siguiente manera

. 1 3 1 3 . .
lim— — = - — = — oo — oo |o que es una forma indeterminada.
x>11l-x 1-x3 0 0

Para eso se recurre a un artificio matematico, es factorizar el denominador del segundo
término, aplicando la definicion x* — 1 = (x — 1)(x? + x + 1)
y 1 3 i 1 3
1l—x 1—a3 _xl—rg(l—x) (1—x)(1+x+x?)
Convirtiendo en una sola faccion ambos términos
o (1+x+x*»)-3
lim
x-1(1—=x)(1+x+x2)
Desapareciendo el paréntesis del numerador.

. 1+x+x*-3 0 x+x%—2
xI—I}}(l—x)(1+x+x2) _xl—r>1}(1—x)(1+x+x2)
Ordenando

x> +x—2

I
o 1-x)1+x+x?)
Factorizando el numerador
x+2)(x—1)
m
-1 (1 —=x)(1+ x + x?)
Sacando factor comun y simplificando

Y -1-0x+2) —(x+2)
xl—rg(l—x)(1+x+x2) _xl—rg(1+x+x2)
Sustituyendo

-(x+2) -(1+2) 3 1 3

= —==lim -1

I - : _ _
Al +x+x2) 1+1+12 3 x01—x 1-—x3
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Ej # 62

Encontrar el limite de la siguiente funcion
I 2x

xl—rg x—1

Sol:

T T 1 o iy 1~°

2x _2(1)_2.1_ 2x

Ej #63
Encontrar el limite de la siguiente funcion

lim (v/9x2 + 3x — 3x)

X—00

Sol:
Sustituyendo el valor de la variable x.

;i_)ngo(‘/ 9x2 + 3x — 3x) = 4/9(00)% + (00) — 3(0) = 1/9(00)% + (00) — 30

Resulta ser indeterminado, entonces buscando una artificio matematico, se racionaliza la
funcién, también conocido como producto por su conjugada.

lim ( 9x2+3x—3x)*(“9x2+3x+3x)
x—00 (V9x? + 3x + 3x)
Efectuando el producto de diferencia de cuadrados y haciendo reduccién de términos
semejantes.
~ 9x% + 3x — 9x? 3x
- lim

= lim
¥-04/9x2 4+ 3x + 3x X*~°+/9x2 + 3x + 3x

Sustituyendo encontramos que:
3x 3() 3(*)

l = B
¥ OxT £ 3x 43 J9()? + 3(c0) + 3(0)  O()? +3(e) +3(e)

¢ Queé otro artificio se puede hacer?

Separemos los términos que estan dentro del radical y se le aplica la propiedad de
potenciacion.

lim 3 lim 3
x"°°\/W+\/§+3x x_)°°3x+3(%)x%+3x
Cuando nos encontramos en situaciones como ésta, se aplica una definicién que dice: Se divide
el numerador y el denominador entre la mayor potencia que aparece en el denominador:

3x
] 3x ) X ] 3
i B = Jim 0.2 = Jim BIE
3x + 3\2/x2 + 3x 3_x+(32x2)+3_x 3+(32x2)+3
X X X X
li li —3 li —3
= lim —— - lim < - = lim
T B2x T 39 x0T NE
+ X x X Wx

Separando términos y aplicando limite a cada uno y sustituyendo.
3 3 3 3 1
R TR SR T S T > _ _1
;Lrg6+;1_)rg\/§+;l_{£10i 6+oo+oo ;1_&10(\/9x + 3x — 3x) >
x Vx
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2.10- Discontinuidad Finita e Infinita.
En matemaéticas el simbolo oo se lee infinito y se refiere concretamente a una posicion dentro de
la recta de los nimeros reales, no representa ningtin nimero real.

Si una variable independiente x est4 creciendo indefinidamente a
través de valores positivos, se escribe x — +oo (que se lee: x tiende
a mas infinito), y si decrece a través de valores negativos, se denota
como x — —oo (que se lee: x tiende a menos infinito). Similarmente,
cuando una funcion f(x) crece indefinidamente y toma valores
positivos cada vez mayores, se escribe f(x) — o, y si decrece
tomando valores negativos escribimos f(x) — oo.

Figura 59

Miremos en la figura 39 la gréfica de la funcion f(x) = xiz para

valores de x positivos muy grandes.

Si tomamos x cada vez mayor, f(x) esta cada vez mas cerca de 0, pero nunca tomara el valor
de cero. Si x es suficientemente grande podemos conseguir que f(x) se acerque a 0 tanto como
queramos. Decimos que f(x) — 0 cuando x — oo.

Caso 1:
lim f'(x) = +oo, implica que: VA > 0, existe § > 0 /Vx e E* f(x),s > A lim f(x) = +oo,
X-p X-p

si para cualquier niumero positivo A (tan grande como se quiera), |
podemos encontrar un nimero § tal que, para todos los x dentrodel -~ 1 [
entorno reducido de p de radio § se cumple que f(x) > A. '
Expresandolo de otra manera: si para cualquier nimero positivo A
que se considere existe un entorno reducido de p donde la funcién :
vale més que A, quiere decir que f(x) puede hacerse mayor que & ;
cualquier nimero, con tal de que x se acerque lo suficientea. Por | |
eso se dice que el limite de f(x) cuando x tiende a p es +oo.

Figura 60

Caso 2:
lim f(x) = —oo, implica que: VA > 0, existe § > 0 /Vx € E* f(x),5 < —A

X—p

lim f(x) = +oo, si para cualquier nimero positivo A (tan grande

xX-p
como se quiera), podemos encontrar un nimero § tal que, para todos
los x dentro del entorno reducido de p de radio § se cumple que
f(x) > A.

Expresandolo de otra manera: si para cualquier nimero positivo A
que se considere existe un entorno reducido de p donde la funcion
vale més que A, quiere decir que f(x) puede hacerse mayor que ; i
cualquier nimero, con tal de que x se acerque lo suficiente a. Por = '
eso se dice que el limite de f(x) cuando x tiende a p es —oo.

Figura 61

Caso 3:
Para cualquier nimero positivo F (por grande que sea), es posible v
encontrar un namero positivo D tal que para todos los x mayores
que F, f(x), es mayor que D. Es decir que f(x), puede ser mayor
gue cualquier nimero, si x, es lo suficientemente grande.

Fiaura 62
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lim f(x) = +oo, implicaque: VF > 0,existe D >0 |Vx > F,f(x) > D

X—+o00

Caso 4:

Para cualquier nimero positivo F (por grande que sea), es posible

encontrar un nimero negativo D tal que para todos los x mayores que |
F,f(x) es menorque D. Es decir que f(x) puede ser menor que "\\_‘

cualquier nimero, si x es lo suficientemente grande. h
lim f(x) = —oo, implicaque: VF > 0,existe D > 0 |Vx < —F,f(x) > D Figura 63

X——00

Caso 5:
lim f(x) = +oo, implicaque: VF > 0,existe D > 0 |Vx < —F,f(x) > D

X——00

Caso 6:
lim f(x) = —oo, implicaque: VF < 0,existe D < 0 |Vx < —F, f(x) < —D
X—>—00

Caso 7:
lim f(x) =b,implicaque: Ve > 0,existe D > 0|Vx > F, f(x) € Ep, .

X—+00

Caso 8:
lim f(x) =b,implicaque: Ve > 0,existe D > 0 |Vx < —F, f(x) e E} .

X——00
Teoremas acerca los limites al Infinito

1 1
1im—=0;lim—n=0,a>0

X—o0o X X—o0o X

lim x™ = oco,r>0

X—00

lim £2 = 0, Si el grado de f(x) < el grado de g(x)

x—00 g(x)

lim £2 = oo, Si el grado de f(x) > el grado de g(x)

x—00 g(x)

lim £2 = 2, Si el grado de = el grado de g(x) donde a y b son los coeficientes de las

x—00g(x) b
variables de mayor potencia de f(x) y g(x).

Teoremas acerca los limites Infinitos
Si n es cualquier nimero entero positivo, entonces:

. 1
a. lim — = +o
x—0t x™
.1 .
b. llrgl — = too, sinespar
x—->0"
1 . ,
C. lim — = —oo, sines impar
x>0~

Si ¢ es cualquier nimero real, limf(x) = 0y limg(x) =cyc # 0
X—a X—a

d. limM=+00,sic>Oyf(x)—>0+

x—a f(x)
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. g(x) — _ . -
e. lim _fgx% 0,sic>0yf(x) -0
L9 . +
f. }Cl_rg o) ,sic<0yf(x) >0
g. limw=+oo,sic<0yf(x)—>0‘
x—a f(x)

Sean f'y g funciones con dominios D, y D, respectivamente y sea “a”un nimero tal que todo
intervalo abierto que contenga a “a” contiene nimeros diferentes de “a” en D; N D,
Silimf(x) =c y limg(x) = 4o -
xX—a X—a
h. lim[f(x) + g(x)] = 4+
X—a
I. lim[f(x)g(x)] = +o0,sic >0
X—a
J- lim[f(x)g(x)] = —co,sic < 0
X—a
k. lim L& — ¢

Silimf(x) =c y limg(x) = —oo -
xX—a xX—a

l. liin[f(x) +gx)] = -

m. firr?[f(x)g(x)] =—00,sic>0

n. lim[f()g(x)] = +oo,sic < 0
e

0. Im®es=0

Silim f(x) = 40 y limg(x) = +o -
X—a x—a

p. lim[f(0) + g()] = +eo
lim[f (x)g ()] = +oo,

Silim f(x) = —o0 y limg(x) = —c0 -
X—a X—a

g lim[f(x) +g(x)] =~
r. lim[f(x)g(x)] = +oo,

Ej # 64

Veamos siguiente ejemplo donde se pide hallar: lirr% —xzx
xX—> -
Sol:

Realizando la sustitucion

= % Indefinido.
2 0

Como podemos aproximarnos a 2 por la derecha como por la izquierda tenemos: x —» 2% ~ x >
2..x—2>0.x- 0%.Asiel numerador tiende a ser positivo y el denominador tiende a 0*
, tenemos entonces:
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Analicemos ahora cuando se aproxima a 2 por la izquierda: x - 27~ x <2~ x—2<0 ~
x = 07. Asi el numerador tiende a ser positivo y el denominador tiende a 0~ , tenemos entonces:
y 2x

1m

x>2X—2 ) ) ) ) )

Al ser los limites laterales diferentes, el limite no existe puesto que el limite es Unico.

= —00

Ejercicios
Calcular los siguientes limites:

. 2
1) lim —

xX—00 X—2

. 2x%2-2n+5
2) lim =—=

n—-oo xX—2

. 3x+5
3) lim 3 — =

xX—00 x+1

. x%+4
4) )11_{{)10 Vxt+x-2

. 2 +1
5) lim + =

ro2- (r—2)>2 n—2
2.11- Asintotas Verticales y Horizontales. Figura 64
Asintota Horizontal: La recta y =b €S una :
Asintotas Horizontales, de la grafica de la funcion | :
y = f(x) si: '
lim f(x)=b éxlirpwf(x) = b.

X—+00

tmmmemmmmmmmmmmmmemm e e e e mmmmm e de e m e m e mm——m————————————

Asintotas Verticales: La recta x = ¢ es una
asintota vertical de la grafica de y = f(x), si cualquiera de las siguientes cuatro
proposiciones es verdadera.

Jim 1) =0
lim £ =~
lim f(x) =0

lim f(x) = — oo
Ej # 65

Estudiar las asintotas de la siguiente funcion f(x) = xf_4

Sol:
Asintota Horizontal (A.H)
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2

x
lim 2—4 = lim1=1
+oo x2 — 400 , ,
xoto X 5 = = y = 1 es una asintota horizontal.

lim — = lim 1=1
X——00 X~ — X——00

Posicion de la curva respecto de la asintota Le damos un valor lo suficientemente elevado
(x = +00).
(x) * (20) 20° 00 1.01>1
= —1 = = = 1.
JO=2—3=7 202—4 396 _
Por lo tanto, por la derecha (x — +0), la curva esta por encima de la asintota.
Le damos un valor lo suficientemente elevado (x — —o0).
2 2
x (-=20) 400
= = f(—20) = =
fO) = a3 = /20 = 5072~ 306
Por lo tanto, por la izquierda (x - —), la curva esta por encima de la asintota.

=101>1

Asintota Vertical (A.V)

Posibles A.V, salen de la funcion que esta en el denominador de la funcion x? — 4.
Despejando la variable x, entonces x*? —4 = x> =4 ~ x = +2

Limites laterales:

Cuando x = 2

lim f(x) =

x—-ct

lim /) =

. x? 4 4 N

m = = —_— = [e'e)

i, 2 _ _ ¥ i .

xo2t X ) + 4 4 4 04 = x = 2 es una asintota horizontal.
) X

Im 2520~ %

Posicion de la curva respecto de la asintota

Queda determinada por los limites laterales ‘l‘ ‘|‘
Cuandox = -2 K ' \I
llm f(x) = — 00 / §<—.1 intataertienl ___..§ ‘
x—ct | ' !
lim f(x) = — o AP
e J/ % ‘
X 4 4
= = — = —00 i 1
x4 4—4 0" | |
. x? 4 4 N I 7 BN
= = —= (0e] i i
x—}znz_ x2 -4 4—4 o+ } !
= x = —2 es una asintota horizontal. ! /’ | |
Posicién de la curva respecto de la asintota. Figura 65

Queda determinada por los limites laterales

Ejercicios

Estudiar las asintotas de la siguiente funcion:
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X

f(x):x+4

() = %

gix X+ 3x— 10
x°+1

h(x)_x3+x

() =
Vx*+1

x—9

d(x) =

Va4x?2 +3x+2

2.12- Introduccion de las formas Indeterminadas.
Indeterminaciones del tipo g gue son cociente de polinomios y/o de raices de polinomios.

Para resolver estas indeterminaciones es preciso averiguar en cual de los casos siguientes nos
encontramos:

1. El numerador tiende a oo mas rapidamente que el denominador, en cuyo caso el cociente
tenderd a co. Ademas habra que determinar el signo del limite, es decir, si tiende a +o0 0 a —oo.
2. El denominador tiende a co mas rapidamente que el numerador, en cuyo caso el cociente
tendera a 0.

3. Numerador y denominador quedan (los dos son infinitos del mismo orden), en cuyo caso
el limite serd un numero finito distinto de 0.

Una idea que se puede aplicar en estos casos es dividir numerador y denominador por el término
que converge a infinito méas rapidamente. Para ello se debe recordar que, cuando x — oo, x™
tiende a co mas rapidamente cuanto mayor es n.

Ej # 66
Calcular lim

x—+400 2X3+x
Sol:

Haciendo sustitucién encontramos

4x+1  4(0)*+1 oo -
= == Indeterminado

4x3+1

xl_l)rpoo 2x3 +x  2(0)3 + o0

Aplicando el artificio matematico de buscar a potencia de mayor grado en el denominador y se
divide cada uno de los elementos.

4x3 1 1

St 1+t3
lim 2—X* = lim X"~
xA+a>2x3 X xe+a>2 1

x 23 X7

Regla para el caso de limites, en 400 0 en —oo, de cocientes de polinomios: Si p(x)y
q(x) son dos polinomios tales que el término de mayor grado de p(x) es ax™ y el término de
mayor grado de q(x) es bx™, entonces se tiene:

p(x) . ax™ . plx) . ax™

x1—1>11100 q(x) - xl—l)I-Poo bxn y xl—l>rzloo q(x) - x—1>r—noo bxn
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Ej #67

. 2x5-3x3+x%2—x+4
Calcular lim
X——00 x*+x3-5
Sol:

Haciendo sustitucion encontramos que el ejercicio es indeterminado, por lo que recurrimos a
tomar los elementos de mayor grado del numerador y denominador.

. 2x5 —3x3+x%2—x+4 " 2x°
x71>r—noo' - x*+x3-5 = Tk
Simplificando la variable,
2x° o 2x°—=3x3+x?2—x+4
lim — = lim 2x ~ lim = —
X——00 x4’ X——00 x—>—oo x4' + x3 — 5

Indeterminaciones de tipo co — co con raices cuadradas
La idea en los casos en que se tiene una diferencia de raices es multiplicar y dividir por la suma
de las raices (lo que se suele llamar el conjugado). De este modo la indeterminacion se

transformara en una del tipo g

Ej # 68

Calcular lim (xVx+2—-Vx3+1)
X—+ 00

Sol:
Haciendo sustitucion encontramos:

lim (xW Va3 + )

X—+ 00
= (c0Voo + 2 — /(0)3 + 1 = 00 — (+0), es una indeterminacion.
Aplicando artificio matematico se racionaliza la funcion.

_ (xVx +2+Vx3 +1)
lim (VX F 2 — Va3 + 1) *
AV 2=Vt 4 ) (xVx+2+Vx3 +1)

Realizando la operacion queda de la siguiente manera: (a + b)(a — b) = a? — b?
2
(xVx +2—Vx3+1)
m
x>+ (xyx + 2 + Va3 + 1)

Desarrollando el hinomio
x+2) - +1) x3+2x2—-x3-1 . 2x2 -1

im = lim s lim
ot (xfx +24+Vx3+1) ot (xx+2+Vx3+1) e (x/x+2+Vx3 +1)
Sustituyendo se llega a un limite indeterminado de la forma g se puede resolver como el ejemplo

anterior x — +oo.
El numerador se comporta de la forma: 2x2

El denominador se comporta de la forma xvx + Vx3 = xvx + xvx = 2x/x
2x? x?
x1—1>r-+¥loo ZX\/_ - x1—1>r-+¥loo X\/_ - xl—1>r-|¥loo?
Aplicando las propiedades de potenciacion:
lim vVx « lim (xVx +2—+/x3+1) =+

xX—+00 X—+00

Indeterminaciones de tipo 5 due son cociente de polinomios
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Lo que sucede en estos casos es que ambos polinomios tienen una raiz coman. Lo que hay que
hacer es factorizar el numerador y el denominador y simplificar. Se puede factorizar aplicando
la division sintética o aplicando Ruffini.

Ej # 67
3—x2—4x+4

. X
Calcular lim —;
x—>2 Xc=x-2

Sol:

Por sustitucion

Cox3—x?—4x+4 (2)2-(2)?-4(2)+4 8-4-8+4 0
lim = = =— Ind.
x-2  x2—x-—2 (2)2-2-2 4—4 0

Factorizando el denominador
x’—x-2=((x-2)(x+1)
Factorizando el numerador, mediante division del numerador por el término (x — 2),

x3—x?—4x+4 (x—2)
—x3 + 2x? x?+x—2
x? —4x +4
—x? 4+ 2x
—2x+4
2x — 4
0

El numerador se factoriza de la siguiente manera x3 — x% —4x + 4 = (x — 2)(x* + x — 2).
Haciendo la nueva representacion de la descomposicion del numerador y denominador quedaria asi:
C (x=2)(x*+x-2)
lim
-2 (x—=2)(x+1)
Simplificando
Y (x—2)(x*+x-2) . (x¥*+x-2)
2 -2+ a2 (x+D
Haciendo la sustitucion del valor de x
(*+x-2) (2%*+2-2 4

I - 2
=2 (x+1) 2+1 3

Ejercicios
Calcular los siguientes limites:

. . x3-5
1. lim
Xx—+oo x2+7x+1

3x2-5

ii. -
x—>+00 X°+X

... x3-5
I1.

x——o00 X+1
. . x*—5x+2
Iv. lim
X—>—00 2x4—2x

x%24x-6

x—>2 X2%2-4

44



. . VxZ+2x—Vx2+1
V1. lim ———
x—+00 x+1

2.13- Limite Fundamental Algebraico (NUmero e).

L. L, 1\"
El limite de una sucesion a,, = (1 + ;) ,cuando n — oo es:

. 1\" o .
lim (1 + Z) = 1%, Indeterminado.

n—>0oo

n
Sin embargo, se demuestra que lim (1 + %) =e

n—-oo
El nimero e se puede expresar de la siguiente manera:
1 1

El limite de esta sucesion es el nimero irracional e = 2,7182818... (No serd demostrado por
su dificultad.)

Este resultado tiene gran importancia, ya que el nimero e aparecerd, en general, en los limites
de la forma 1.

Propiedad para calcular limites de la forma 1.
Si (a,) Yy (by,) son dos sucesiones tales que lima,, = 1y lim b,(la“_l) = c, entonces
1. bn . n n

ima," =e

n—->oo

X

1 1
lim(1 + x)x = lim (1 + —) =e
x—0 x—0 X

Ej # 68
2
lim(1 + 3x)x
x—0
Sol:
Aplicando la sustitucion de la variable x

2 2 2
lins(l +3x)x = (1+3*0)o - (1 + 0)o - 1 es una indeterminacion.
X—

L o li -1
Cuando nos encontramos en situaciones como estas se aplica lim f(x)9®) = g% 9@/ (x)-1]
X—00

lim (%)*(1+3x— 1)

2
lins(l + 3x)x = ex~o realizando la operacion en el limite
X—

. 2 . 6X
1im(2)+(3 Hm(&) .
Im( @0 _ hm(T) o simplifica la variable
. 2
lim(6) | ;. 2
- el lim(1 + 3x)x = e®.
. L x—0
Ejercicios:

Calcular los siguientes limites:

i. lim (1 + %)x

X—00
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ii. lim (
X—00
X+3 x+3
. lim (—)
X—00
x +1

)
x—)oo 2x+5

) x+4\*T1
V. lim (—)

x—oo \X+3

2.14- Limites Trigonométricos

Si ¢ es un numero real en el dominio de la funcién trigonométrica dada, entonces, se cumple

que:
i. limsen(x) = sen(c)
X—C
ii.  limcos(x) = cos(c)
X—C
iii.  limtan(x) = tan(c)
X—C
iv.  limcot(x) = cot(c)
X—C
V. limsec(x) = sec(c)
X—C
vi.  limcsc(x) = csc(c)
X—C
vii.  1im % = q
x-0 X
viii.  limcosx =1

x-0

Antes de todo es necesario recordar algunas identidades
1. sen?x+cos’x=1

2. sen?x = —22%

3. Cos?x = @

4. sen2x = 2senxcosx

5. Cos2x = cos? x — sen’x

6. Sen(a+ f) = senacosf + senficosa

7. Sen(a — B) = senacosf — senficosa

8. Cos(a+ B) = cosacosp — senasenf

9. Cos(a—p) = cosacosf + senasenf
Ej # 68

;. . 1-CO0S
Calcular el limite de lim =952
x—-0

Sol:
Por sustitucion nos quedaria de la siguiente manera

Y (1—Cosx) 1-—cos(0) 1-1 nd
= = —_ —

0 x 0 o o

Multiplicando por la conjugada del numerador
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(1—Cosx) 14+ Cosx _ (1—Cosx)x*(1+ Cosx)
*

I
30 x 1+ Cosx Y x(1+ Cosx)

Diferencias de cuadrados (a — b) * (a + b) = a? — b?
 (1—=Cosx)*x(1+Cosx) . 12—Cos?x . 1-—Cos?x
lim =lim———— = lim——
x—0 x(1 + Cosx) x>0x(1+ Cosx) x-0x(1+ Cosx)

Despejando sen?x + cos? x = 1 - cos = 1 — sen?

1—(1-sen?x) . 1—1+sen*x) sen?x
lim = lim - lim————
x-0 x(1+ Cosx) x-0 x(1+4 Cosx) x>0x(1 + Cosx)
En el numerador se puede aplicar a® = a = a
sen®x _ senx x senx

lim—————=lim———F+——
x»0x(1+ Cosx) x~0x(1+ Cosx)
Separando los productos
li senx senx

%
30 x (14 Cosx)
Sustituyendo por sus equivalencias

. senx senx ~ (1—Cosx)
lim * =10 lim————=0
x~0 x (14 Cosx) x—0
Ej # 69
;o . (1-Cosx)

Calcular el limite de lim ~—;

x-0 X
Sol:
Por sustitucion
Y (1-Cosx) 1—cos(0) 1-1 0, d
xl—I}g) x2 B 02 0 ﬁm
Multiplicando por la conjugada
~ (1—=Cosx) (1+4Cosx) . 1%—Cos*x
lim * = lim———F—
x—0 x2 (14 Cosx) x-0x2(1+ Cosx)
Sustituyendo Cos?x = 1 — sen?x

1—1+sen’x sen?x _ senx * senx

li =
50 x%2(1 4+ Cosx) 0 x%2(1+ Cosx) - 20 % * x(1+ Cosx)
Separando términos
I (senx senx 1 )
* *
30 x x (14 Cosx)
Sustituyendo se tiene que:
Y <senx senx 1 ) 141 1 Y (1=Cosx) 1
* * = * * = O _— I —
*o0\ x x (14 Cosx) 2" x50 x? 2
Ejercicios:

Calcular los siguientes limites:

xX—sen3x
a) ——
x—0 X+sen2x
.1 X
b) lim-sen|(=
x—=0X 3
sen2x
c) —

x—0 sens5x



. Senx

d) lim
x—0 tanx
sen4x
e) —

x—0 sen2x
2.15- Definicion de funcion real de varias variables reales. Dominio y Rango

DEFINICION. Una funcién escalar de dos variables f: (x,y) € U € R? » f(x,y) €R es
unaregla f que asigna a cada punto (x, y) de un conjunto U < R?un Gnico nimero real f (x, y).
El conjunto U se llama dominio de definicion de la funcidn. Estas funciones también se llaman
campos escalares de dos variables.

Otra definicion que se puede adoptar esta dicho de la siguiente forma:
Denotemos por R? = {(x,v):x,y € R} el plano euclidiano, y sea D c R2. Una aplicacion
fr D-R
(x,y) = z=f(x,y)
Se denomina una funcion valuada real de dos variables reales. Es usual denotar por z = f(x,y)
a estas funciones.

Se llamaran variables independientes a x e y, y la variable dependiente a z.
El dominio de la funcién f es el conjunto
Domf = {(x,y) € R% f(x,y) € R} c R?.

Fijase bien que: D € Domf.
El conjunto
Imf={z=f(x,y):(x,y) € Domf} c R.
Es la imagen o rango de la funcion.
Se finaliza diciendo que, la gréafica o grafo de f es el conjunto.

Grafo f ={(x,y, f(x,y)): (x,¥) € Domf} c R3.

Geométricamente, el grafo de f se interpreta como una superficie en el espacio cuya proyeccion
sobre el plano OXY es Dom f.

Ej#70
Hallar el dominio y el rango de la funcion f(x,y) =
/16 — 4x2 — y2 . Eshozar su gréfica.
Sol:
A como se puede apreciar el radical no es negativo, por lo que
se afirma que
Domf = {(x,y) € R?:16 — 4x% — y? > 0}.
Despejando quedaria de la siguiente forma:
x2 2
DOTan{(x,y)ERZ:Z+}1]—6S1} Figura 66
El cual constituye el recinto interior a la elipse de semiejes 2 y 4 en el plano OXY:
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xZ yZ
—+=<1
4 16
Por otra parte, al ser 4x? + y2 > 0, el valor maximo de f se toma en el punto (0,0), donde

(0,00 = Vv 16 = 4; mientras que el valor minimo se toma cuando 4x? + y? = 16, es decir,
sobre la elipse anterior, donde la funcidn es idénticamente nula. Asi pues,

Imf={z=f(y):(x,y) € Domf}
={z€R:0<z<4}
El grafo de f viene dado por:

Grafo f = {(x,y,\/16 — 4x2 — yz) :(x,y) € Domf}.
2

_ —= ). XL Y
—{(x,y,\/16 4x y) 4+16 1}

El cual puede ser representado como la mitad superior del elipsoide

x2 yZ ZZ
Tt te=1
En efecto
Z=f(x,y),22O:>Z=\/16—4x2—y2,220
=16 —4x%>—y2,z>0
x2 yZ 2
AT AT
_ MURETRET:
Ej#71

Sea la funcion f(x,y) = /25 — x2 — y?, encontrar el Dominio y la Imagen.
Sol:

Domf = {(x,y) € R?:25 —x? —y? > 0} = {(x,y)

€ R%:x% + y? < 25
es decir, la region encerrada por la circunferencia de centro el
origen y radio cinco. Surango seraR = {z € R|0 < z < 5},
mientras la grafica seré:

Grafo f ={(x,y,2):€ R3| (x,y) € D,z = f(x,y)}.
={(x,y,2):x?+y2 =25, 0<z<5}
que es la semiesfera superior de centro el origen y radio cinco. Figura 67
Ejercicios:

Calcular el dominio de f 'y dibuje su region en R2.

flx,y) = xz-l—y—z—l

4
fl,y) = y——
fxy) = \/1 —x? — 4y?
fww——l%

2.16- Curvasy Superficies de nivel, Gréfica.

Las curvas de nivel son aplicadas en el area de la Ingenieria civil, para mostrar en el plano curvas
isotermas, mapas topograficos de regiones montafiosas que identifican las curvas de altitud de
contorno de una superficie o lineas equipotenciales, por mencionar algunas. En las curvas
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Isotermas las lineas continuas enlazan la misma temperatura en la zona. En los mapas
topograficos, si se desplazara una persona a lo largo de una curva de nivel se mantendria a la
misma altitud.

Una definicion mas concreta de Curva de Nivel: El conjunto de puntos (x, y) en el plano donde
una funcién de dos variables independientes tiene un valor constante f(x,y) = c, €s una curva
de nivel de f.

La proyeccion perpendicular sobre el plano xy, de la traza de la superficie S sobre el plano se
conoce como curva de nivel o linea de contorno. Al conjunto de estas curvas de nivel se le llama
mapa de contorno.

Ej#72

Trazar algunas curvas de nivel de la funcion f(x,y) = —x2 —y? + 4 parac = 4,c =3,c =0
yc=-5.

Sol:

a) Parac = 4;

—x2—y2+4=4->5—-x2—y2=0-x2+y?=0 R,
la expresion R, representa un punto cuando f(x,y) =c =4

b) Para c = 3;
—x?—y?+4=3->-x?—-y?=—-1ox2+y?=1 R,
la expresion R, representa una circunferencia de radio r = 1.

c) Parac = 0;
—x2—y2+4=0->—x2—y2=—4.x2+y2 =4 Ry
la expresion R representa una circunferencia de radio r = 2

d) Para c =-5;

—x?2—y?+4=-5->—x>-y2=-9.x>+y2 =9 R,

la expresion R, representa una circunferencia de radior = 3

La superficie es un paraboloide abierto hacia abajo, su extremo méaximo estd en z = 4 y las
curvas de nivel de la funcién son circulos. Tal como se ilustra a continuacién en las figuras
1,2y3.

Fig: 1

Figura 68

Ejercicios:
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i. Trazar algunas curvas de nivel de la funcién f(x,y) = x* + 2y% —5, para ¢ =
—4,c=-1,c=1Yyc=4
ii. Describir el comportamiento de f(x,y) = x? — y? mediante el bosquejo de algunas
curvas de nivel.
iii. Bosqueje la curva de nivel de f(x,y) = x% + y? que pasa por (1, 1).
iv. Graficar las curvas de nivel de f(x,y) = 1 + x? + y?

SUPERFICIES DE NIVEL
Si f (x,y,z) esunafuncion de tres variables y k una constante que debe satisfacer los valores
del rango de la funcion. La gréfica de la ecuacion f(x,y, z) = k es una superficie de nivel.

Por ejemplo, los troncos de los arboles con muchos afios de vida contienen en su estructura
interna superficies de nivel donde han quedado registrado los periodos de tiempo que han
vivido.

Gracias a los aparatos cientificos que se han construido para la ciencia médica podemos
observar las superficies de nivel del cuerpo humano a diferentes niveles de profundidad de su
superficie, permitiendo explorar dentro del mismo.

Ej#72
Comprobar que la traza de la esfera f(x,y,z) = x? + y% + z? — 10, sobre el plano
f(x,y,2z) =y +z— 4, esunaelipse.
Sol:
Para hallar la ecuacion de la traza es necesario resolver el siguiente sistema:

{xz +y2+z2=10E,

y+z=4E,

Despejando z en la E,, luego se sustituye en a E;
z=4—-y-ox*+y2+(4—-y)2=10
Desarrollando el binomio, Tl
xz + yZ + 16 — 8y + y2 =10 ", /l"\;v-?55‘ff}“/‘i4{fv-lﬁﬂ)’ 1 fb):

Agrupando términos

x2+2y?—8y+16—-10=0
->x2+2y2-8y+6=0

Factorizando y completando cuadrados en el

2 [, [, i
, . b Fig: 1 Fig: 2 Fig: 3
segundo término (Z) : ’ ’ ‘

x% + (Zyz —-8y+6)=0 Figura 69
x2+[(2y2—-8y)+6]=0->x2+[2(y> —4y)]+6=0

—>x2+l2<y2—4y+(%)2>l+6—8=0

> x2+ 2002 -4y +4)]-2=0

Factorizando el término que esta de la forma ax? — bx + ¢ = (ax — ¢)?
S>x2+[2(y—2)]=2

Desapareciendo signos de agrupacion y convirtiendo la igualdad en la unidad, dividimos toda
la ecuacién por el mismo nimero de la igualdad.
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x2 2(y—2)% 2 x*
2t =727 t0-D
¢Recuerdan qué formula es ésa?

iEs la de una elipse!

Se puede observar en la Figura 69, las tres graficas que resultan del ejercicio, la primera figura
es el resultado de las funciones que da el ejercicio, en la figura 2, es el resultado de lo que resulta
del ejercicio y el tercero es la combinacion de las tres ecuaciones, dos das y una gque se encontro.

Ej#73
Dibujar la superficie de nivel de la siguiente funcion f: R® - R f(x,y,z) =
x2 + y2 — 72
Sol:
Par calcular las distintas superficies de nivel, basta con igual la funcion a una
constante, donde podemos decir que f(x,y, z) = k, e irle dando los distintos
valores de la constante, para representar las distintas superficies de nivel de
f(xy,2).
Por lo tanto se procede a igualar, x> + y?> —z2 =k = z* = x> + y?> — k
Entonces probar cuando k = 0
z? =x%+y? —k = z? = x? 4+ y?, el cual da como gréfico un cono.
Entonces probar cuando k = 1
El resultado es la ecuacién de un hiperboloide de una hoja. En general, se obtendra una superficie
similar si se toman valores k > 0.
También se pueden tomar valores k < 0, el resultado correspondera a una hiperboloide de dos
hojas.
Ejercicios:
i.  Describir las superficies de nivel de la siguiente funcion f(x, y,z) = x? + 4y? + z2
ii.  Dibujar las superficies de nivel de las siguientes funciones f: R — R.

a) f,y,z2)=x—y+2

b) f(x,y,2) = x* +y?

) f(x,y,2) =y(x +z)

d) f(x,y,2z) = x* + y%2 — 22

Figura 70

2.17- Tipos de funciones (Polinomiales, Racionales, etc.)
Un polinomio es una expresion algebraica (combinacion de letras, nimeros y signos de
operaciones), que se representa de manera general asi:
P(x) = a,x" + ap_1x" 1+ +a;x' +a,
Donde n es un entero no negativoy a # 0
Los nimeros agy, a4, a,, -+ a,, se llaman coeficientes del polinomio.

El nimero ay, es el coeficiente constante o término constante.

El nimero a,, es el coeficiente de la potencia mas alta, es el coeficiente principal y el término
a,x™ es el término principal.

Ej#74
Indicar el grado de la siguiente funcion polindmica f(x) = 3x> —x2 + 7x — 1

Sol:
La funcion es de quinto grado. Debido a que el maximo exponente es el nimero 5.
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Funcién Lineal: La funcién lineal tiene una forma general de la siguiente manera:
fx)=mx+b (m=+0)

. . A - . .
La pendiente de la funcion es m = i = %, es la pendiente de la recta no vertical P; P,.
2741

La pendiente de una recta no vertical es la tangente del angulo de inclinacion P2,

A
m == = tana.

Ax
La ecuacion punto pendiente es la que pasa por un punto (x; — y;) y tiene P14
una pendiente m. ™= A/ b = tan
Entonces su ecuaciones: y —y; = m(x —x,) ~y=m(x — x1) + y1 Figura 71

La funcion lineal también se puede obtener mediante la aplicacion de la siguiente
ecuacion:y —yq = % (x —x4)
2741
Ej#75
Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2,3) y tiene una pendiente —2

Sol:
VES necesario que primero reconozcamos los valores de las
variables que tenemos en la formula y los datos que da el

problema.x; =2, y;,=3 m= —%, se puede observar que

la ecuacion que se tiene que usar es la de punto pendiente. y =
m(x —x1) + ¥4

(2,3)

u=—2/8x+ 13/3

o = 33.60°

2 2 4 Figura 72
- — -2 = - — =
y 3(x )+3-y 3;vc+3+3 y
_ 2 +13
- T3*T3

Ejercicios:
Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por los siguientes puntos:
p1=(-11) m=-1
1
P1 = (2!_3) m :E
p1 = (34) p,=(-25)
p1 = (=8,0) p, =(-13)

FUNCIONES CUADRATICAS Una funcion cuadratica es una funcién polinomial de grado 2.
Entonces, una funcion cuadrética es una funcion de la forma f (x) = ax? + bx + c,a # 0.

Una funcidn cuadrética (x) = ax? + bx + ¢ puede eXpresarse en ., _.._usros
la forma normal ‘

f(x) = a(x — h)? + k completando el cuadrado. La gréfica de f
es una parabola con Vértice (h, k); la pardbola abre hacia arriba si
a > 0o haciaabajo sia < 0.

Figura 73
4ac—b*

Para obtener el valor de h, también se puede usar h = — Zia yel valor de k =
Ej#76
Dada la siguiente funcion f (x) = 2x? — 12x + 23, encontrar su vértice y construir su gréfico.

Sol:
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Separacion de términos y extrayendo factor comun, resulta:

f(x) = (2x% —12x) + 23 > f(x) = 2(x* — 6x) + 23, realizando la competicion de
b 2

cuadrados (Z)

2

Flx) =2 (xz —6x + (9> ) +23-2 (g) S F(x) = 2(x2 — 6x + (3)2) + 23 — 2(3)?

2
f()=2(x*—6x+9)+23—-18 > f(x) =2(x —3)% +5 j
~h=3yk=5 | @) Aze® —f2e 423
Usandorh = — 2 > h =02 _2 . p_3 : '
2a 2%2 4

4ac — b? 4 %2 %23 —(12)2 184 — 144
4a 4 %2 8 T
ﬁk_ﬂ'k_s Figura 74
8
A como se puede apreciar de las do formas se llega a los mismos resultados.
VALOR MAXIMO O MINIMO DE UNA FUNCION CUADRATICA Sea f i
una funcion cuadrética con forma estandar f(x) = a(x — h)? + k. Higimo A
;. - ) =d(z-h)fF+Ha>0
El valor maximo o minimo de f ocurre en x = h. - /\ ! \/
Sia > 0, entonces el valor minimo de f es f(x) = k PR R 1 A
Sia < 0, entonces el valor maximo de f es f(x) = k

. Figura 75
Ej#77
Considerar la funcion f(x) = —x? + x + 2, expresarlo en:
a). laforma f(x) = a(x — h)?> + k
b). Trazar la grafica
c). Encontrar el valor maximo 6 minimo de la funcion.
Sol:
a). Realizando factorizacion y completacién de cuadrado,

fX)=—x>+x+2->f(x)=-(x*—x)+2
:>f(x)=—<x2—x+(%)2)+2—<—<%)2)—>f(x)=—(x2—x+%)+2+%

= f(x)=—(x2—x+%)+%-‘-f(x)=—(x——)2+2

b). Grafica
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/\ us - o s \
c).La funcidn tiene un maximo en el punto G%)

Ejercicios:
Nos dan una funcién cuadratica. (a) Exprese la funcion cuadrética en forma normal. (b)
Encuentre su vértice y su(s) punto(s) de interseccion x y y. (c) Trace su grafica.
f(x) =x%*—6x
f(x) = 2x? + 6x
fx) =—x?>+6x+4
f(x) = —4x*—16x+3
f(x) =6x%+12x —5
Encuentre el valor maximo o minimo de la funcion.
fX)=x*+x+1
f(t) =100 — 49t — 7¢t?
f(s) =s>—12s+16
h(x) = %xz +2x—6
gx)=2x(x—4)+7
Divisién larga de polinomios
Si P(x)y D(x)son funciones polinomiales, con D (x) # 0, entonces existen polinomiales Gnicas
Q(x) Y R(x),donde R(x) es 0 o de grado menor al grado D (x), de modo que: P(x) = D(x) *
Q(x) + R(x).
Las funciones polinomiales P(x) y D(x) se denominan dividendo y divisor, respectivamente,
Q(x), es el cociente, y R(x) es el residuo.
Ej#78
Dividir 6x2 — 26x + 12 entre x — 4
Sol:
Ordenando el dividendo y el divisor
6x% — 26x + 12 x—4
—6x2 + 24x 6x — 2
—2x + 12
2x —8
4
El proceso de division termina cuando el ultimo renglon es de menor grado que el divisor. El
ultimo renglén que contenga el residuo, y el renglon superior contienen el cociente. El
resultado de la division puede interpretarse en cualquiera de dos formas.

2_
Por tanto; 2X-—20%+12 (x—4)(6x—-2)+4

6x2 —26x+12=(x—4)(6x—2) + 4

6x2-26x+12= (x—4) (6x—-2) +4
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Dividendo Divisor Cociente Residuo

TEOREMA DEL RESIDUO Si la funcién polinomial P(x) se divide entre x — ¢, entonces el
residuo es el valor P(c).

Si el divisor del Algoritmo de Division es de la forma x — ¢ para algin namero real ¢, entonces
el residuo debe ser constante (porque el grado del residuo es menor que el grado del divisor). Si
a esta constante la llamamos r, entonces P(x) = (x — ¢) * Q(x) + r, sustituyendo x por c en
esta ecuacion, obtenemos P(c) = (c —c) *Q(x) + r = 0, +r = r, esto es, P(c) es el residuo
T.

Ej#79

SeaP(x) =3x° +5x* —4x3+7x + 3
a). Encuentre el cociente y residuo cuando P(x) es divisible por x + 2.
b). Use el teorema del Residuo para hallar P(—2)

Sol:
a). Como x + 2 = x — (—2), la division sintética para este problema toma la siguiente forma:

2| 3 5 -4 0 7 3
-6 2 4 -8 2
3 -1 -2 4 -1 5

El cociente es 3x* — 1x3 — 2x2 + 4x — 1, el residuo 5.
b). Use el teorema del Residuo P(—2), es el Residuo cuando P(x) se divide entre x — (—2) =
x + 2, entonces se afirma que P(—2) =5

Ej # 80
Sea P(x) = x3 — 7x + 6 demuestre que P(1) =0 y use este dato para factorizar P(x)
completamente.

Sol:

Haciendo la sustitucion en la funcién dada encontramos P(1) = (1)3 —7(1) + 6

- P(1) =1—-7+ 6, por el teorema del Factor esto significa que x — 1 es el factor de P(x).
Usando la division sintética o factorizando tenemos que: P(x) = x3 — 7x + 6
>x3—7x+6=(x—-1)x*+x—6)

Ej#81

Encuentre una funcion polinomial de grado 4 que tenga ceros —3,0,1 y 5.

Sol:

Usando el Teorema de Factor x — (—3),x — 0,x — 1 yx — 5.

Donde todos ellos se convierten en factores de la funcién polinémica que se desea.
P(x)=(x+3)(x— 0)(x— 1D(x—15)~P(x) =x*—3x3—-13x% + 15x.
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Ejercicios:
Nos dan dos funciones polinomiales P y D. Use cualquier division sintética o larga para dividir
. P(x) P(x) _ R(x)
P(x) entre D(x), y exprese el cociente 260 la forma 60 = Q(x) + DG
1. P(x)=x*+4x—-8, D(x)=x+3
2. P(x)=x3+6x+5 D(kx)=x—4

3. P(x) =6x3+x%2—12x+5, D(x)=3x—4

Encuentre el cociente y residuo usando division larga
| x?—6x-8

x—4
x3-x2-2x+6
I ——
1.

x—2
v

3x*-5x3-20x-5

x2+x+3
2x5-7x*-13

" 4x2-6x+8
x64x%44x241
x2+1

Funcion Cubica: Una funcién cubica (o funcion de tercer grado) es una funcion
polindmica de grado 3, es decir, que el mayor exponente del polinomio es x
elevado a 3 (x3):

fx)=ax®+bx*+cx+d

Siendoa # 0

Funcién
cubica

EJ # 82 Figura 76
Graficar la siguiente funcién: f(x) = —x3 + 8
Sol:

Se puede trabajar por medio de tabulacién
X —3|-2|-1|0]|1)|2 3
f(x)|35/16] 9 |8|7]0]|-19

f(x)=—x3+8
f(=3)=—(-3)3+8=274+8-35
f(=2)=—(-2)%+8=8+8-16
f(-1)=—-(-1)3%+8=1+8-9
f(0)=—-(0)3+8=0+8-38
fA)=-(1)P*+8=-1+8->7 .
f(Z) = _(2)3 +8=-8+8-0 Eigura 77
f(3)=-3)3+8=-27+8--19

Ejercicios:
Graficar las siguientes funciones:
a f(x)=x3-3x2+3x—-1
b. f(x) =2x3+7x>+6x—5
c. fx)=x3-6
d f(x)=x>+2x>-3x—-8
Funciones trigonométricas:
Funcion Seno: La funcidn seno es la funcion definida por: f(x) = sen x.
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Caracteristicas de la funcion seno,

1. Dominio: IR Recorrido: [—1, 1]

2. El periodo de la funcion seno es 2. .
3. La funcion y = sen x es impar, ya que sen(—x) = —sen x, Figura 78

paratodo x en IR.

4. La gréafica de y = sen x intercepta al eje X en los puntos cuyas abscisas son: x = nm para
todo numero entero n.

5. El valor maximo de senx es 1, y el minimo valor es —1. La amplitud de la funcion y = senx
es 1.

Las graficas de las funciones y = Asen(Bx + C) + D considerando B > 0, se pueden obtener
a partir de las gréficas de las funcionesy = senx, cuyas caracteristicas se sefialan a
continuacion:

Amplitud: |A|, que es el promedio de la diferencia entre los valores méximo A*B >0y
minimo A * B < 0. Ranf = [—|A| + D, |A| + D]

Periodo: 2'7”.

C - f Cc . . . , .
Desfase: — = desplazamiento horizontal de — = unidades a la derecha o a la izquierda, segun si

C es negativo o positivo, de lagréficade) y = A f(Bx) «~ b = —g; bb+t,b+t,-b+t,.
Desplazamiento vertical: traslacion vertical en D unidades de la graficade y = Af (Bx + C)
Ej # 83

Graficar la funcién y = —3sen (Zx — g)

Sol:
Es necesario encontrar las partes de la funcion, para luego proceder a graficar
y =Asen(Bx+C)+D

Amplitud:|A| = |-3| - 3; —3%2 = -6 < 0 Minimo

, 2
Periodo: ;’T = Z=q.

C
Desfase: — =

y = —3sen(2x — m/3)

Desplazamiento vertical: y = Af(Bx + C) =D =0

Funcion Coseno: La funcién coseno es la funcién definida

por: f(x) = cos x. Figura 75
Caracteristicas de la funcién coseno. y= e

1. Dominio: IR Recorrido: [—1, 1] r

2. Es una funcién periddica, y su periodo es 2 . i N ‘

3. La funcion y = cosx es par, ya que cos(—x) = cos x, :

paratodo x en IR.

4. La gréafica de y = cosx intercepta al eje X en los puntos cuyas abscisas son: x = 2 m + nm
para todo numero entero n.

5. El valor maximo de cos x es 1, y el valor minimo valor es —1. La amplitud de la funcion y =
cosx es 1.
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Las gréficas de las funciones y = Acos(Bx + C) + D considerando B > 0, se pueden obtener
a partir de las graficas de las funciones y = cosx, cuyas caracteristicas se sefialan a
continuacion:

Amplitud: |A], que es el promedio de la diferencia entre los valores maximo y minimo.

. 2
Periodo: ;”.
C - . C . . . , .
Desfase: — = desplazamiento horizontal de — = unidades a la derecha o a la izquierda, segun si

C es negativo o positivo, de la graficade ) y = A f(Bx) .
Desplazamiento vertical: traslacion vertical en D unidades de la graficade y = Af (Bx + C)

Ej#84

Graficar la funcion y = 2cos(mx — ) + 2

Sol:

Amplitud:|4| = |2| - 2; 2+ = 21 > 0 Maximo

S () = 2cos(re — 7)) + 2

Periodo: Z& = 2.
T

Desfase: —(_—:) =2=-1

A

Desplazamiento vertical: y = Af(Bx + C) =D = 2
Funcion Tangente:

Esta funcion no esta definida para cualquier valor de x. Como Figura 80
has podido ver los angulos 90° (/2 rad) y 270°(3z/2 rad) -
no tienen tangente. Tampoco existe la tangente para los
angulos que se obtiene a partir de los anteriores suméandoles
360°.

El dominio de la funcion tangente serd: D(f) = R ~{§+

k x = siendo ke Z}
Las rectas y = §+ k = m, son asintotas verticales de la funcion.

Los valores de la tangente se repiten cada x radianes (180°).

Ej#85

Graficar la siguiente funcion f(x) = 2tg(3x — 4m) + 3

Sol:

Recordemos la forma que se representa la tangente f(x) = Atan(Bx + C) + D
A=2

B =3

C=—-4n

D=3

El periodo de la funcion se representa asi: T = % >T= g

El desplazamiento de la funciénes: K = —% - — (":") = 4?”

Desplazamiento sobre el eje vertical D = 3
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X a Tana
-5 A
2
—21 0
3 A
2
—T 0
0 0
T 0 Ffe) = Jtg(3x| am)l+ 3
3T . » « ,
21 0
5 2 |

En los valores, que no existen la tangente del angulo, en esos puntos existe una asintota
vertical, para sacar los valores donde pasa la funcion tangente se hace lo siguiente Bx + C =
a

—5m —5m -5 + 8m 3n T,
3x—4n=T—>3x=T+4n:>3x=T—>3x=7-'-x=§Asmtota
3x —4m = —2m > 3x = —27T+4n:>x=2?nPasa la grafica
3x—47r=—37n—>3x=4n—37n:x=5?nAsintota
3x —4m = —m - 3x = 3w = x = w Pasa la grafica

41
3x—4n=0-x= 3 Pasa la grafica

5 L o
3x—4n=m > x = ?" Pasa la gréfica

3 11z

3x — 4w = > > x = T Asintota
RY/4 13m |

3x — 4w = 7 - x = T Asintota.

Ejercicios:
Graficar las siguientes funciones
I. y=2sen(x+m)—1

N y= —%sen(gt) +
1. y = 3 cos (T[x+%)

IV. y =tanx + 2
Funcione Racionales:
p(x)

Una funcién racional es el cociente o razon de dos polinomios de la forma f (x) = o en donde

p Y p son polinomios. EI dominio de una funcion racional es el conjunto de todos los nimeros
reales x para los que r(x) # 0.

Para graficar es tipo de funcidn es necesario que se calculen las Asintotas Vertical (A.V),
Asintotas Horizontales (A.H) y Asintota Oblicua (A.O). Recordemos que una asintota es una
linea a la cual se acerca mucho la funcién pero que nunca la toca o corta.

1
T
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A.V Se encuentra igualando a cero el denominador.
A.H Se encentra comparando los exponentes de los elementos de numerador y el
denominador. El grado del numerador debe de ser igual o menor que el grado del

. "+b .
denominador f(x) = Zi“k - A.H = %. Cuando el grado del denominador es mayor se

dice que no hay asintota horizontal. En el caso que el grado del denominador sea mayor
que el del numerador se dice que laA.H = 0
A.O Se encuentra aplicando la siguiente formulita GN = GD + 1, grado del numerador
es igual al grado del denominador mas la unidad. Convirtiéndose en una funcion linela
de la forma y = mx + n. O mas bien se divide la funcion.
Nota: Si el ejercicio tiene A.H entonces no tiene A.O

Ej #86

Encontrar las Asintotas de la de siguiente funcion f(x) = % y construir su grafica.

Sol:
AH
x> —4=0->x=+42
AV

2x* —x*+1 ,

flx) = —_a No existe A.V
A.O

2x* —x?+1 x?—4

—2x* + 8x2 2x%+7

7x%+1
—7x?% + 28
29

Ejercicios:
Encontrar las Asintotas y graficar las siguientes funciones:

. X
L f)=—;

- x3

i fl) = x2+3x-10

x°+1

. f(x) = =

iv. f(x)= Nz
2.18- Problemas que conducen a funciones de varias variables.
Ej #87
Con 1000 metros de alambre, deseamos construir un cercado de forma rectangular que tenga la
maxima area posible. ¢ Cuales seran sus dimensiones?
Sol:
Sea b la base del rectangulo y h su altura,
= Tenemos 1000 = 2b + 2h.
Simplificando, 500 = b + h.
Despejando una de las variables se obtiene: b = 500 — h.
El area del rectangulo que se quiere maximizar es: Ay, = b * h.
Sustituyendo el valor de b en esta tltima expresion:
Ay = h(500 — h) = —h? + 500h.
Se trata de una funcion cuadrética con las ramas hacia abajo, pues a < 0.
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Si se calculan las coordenadas del vértice, se obtiene el valor de h que hace su superficie méxima.

hmax = — 22 = 250 m;

Ay = (250)% + 500 * 250 = 62,500 m?.

Sustituyendo h en la expresion de b, resulta b5, = 500 — 250 = 250m.

Por tanto, para obtener un cercado rectangular de superficie méxima con 1000 m de alambre,
la base y la altura deben medir 250 m cada una.

Ej#88

Dos parabolas cortan el eje de abscisas en los puntos (5,0) y (8,0). Razona si son iguales o
pueden ser distintas.

Sol:

La ecuacion de la parabola es de la forma y = ax? + bx = c. Esta parabola debe pasar por los
puntos (5,0) y (8,0).
Sustituyendo los puntos se obtiene: {O =25a+5b+c

0=64a+8b+c
Restando ambas ecuaciones, despejando y simplificando se obtiene: b = —13a, Y, por tanto,

¢ = 40a. La ecuacion es: y = ax? — 13ax + 40a (a es un nimero real). Cualquier parabola
de esta forma pasaré por los puntos (5,0) y (8, 0).

Ejercicios:
i. Un invernadero visto de frente presenta la forma de la grafica de la funcién f(x) = 2x —%xz.

a) ¢A qué tipo de gréfica corresponde esa forma?
b) Calcula la altura maxima del invernadero.

ii. Noelia y Miguel estan observando la maqueta de un puente que tiene forma de parabola y pretenden
calcular su expresion algebraica. Para ello miden la distancia entre los puntos de las bases y la altura
maxima, obteniendo el siguiente dibujo:

¢Cual es la funcion cuya gréafica se corresponde con la forma del puente?

Grid[{{region, plot, enneper}, {bunnysurface, cubish, sphere}, {bowl, contour, spiral}}]
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